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В качестве примера диссипативной квантовой теории поля рассматривается замкну
тая бозонная струна в искривленном аффинно-метрическом пространстве-времени. 
Исследуется конформная аномалия следа тензора энергии-импульса для струны на 
аффинно-метрическом многообразии. Вычисляется двухпетлевая метрическая бета-
функция для двумерной нелинейной диссипативной сигма-модели. Указаны примеры 
неплоских многообразий, приводящих к ультрафиолетово-конечным сигма-моделям. 

В работе [1, 2] рассматривалась нелинейная сигма-модель на аффинно-метрическом 
многообразии и были получены одно- и двухпетлевые контрчлены при простом полюсе, 
которые отличаются от контрчленов сигма-модели на римановом многообразии [3]. Воз
никает вопрос о возможности сведения различия контрчленов к переопределению метрики 
при инфинитезимальной репараметризации многообразия и к нелинейной перекормировке 
квантовых полей. Легко показать, что слагаемые двухпетлевого контрчлена, обусловлен
ные неметричностью, в общем случае не приводимы к симметричной части ковариантной 
производной на римановом многообразии от некоторого векторного поля. Кроме того, 
нелинейная перенормировка квантовых полей дает дополнительные слагаемые в дву-
хпетлевой контрчлен к метрике только при полюсе £~2 и не дает дополнительных членов 
при простом полюсе [4]. В связи со сказанным встает вопрос о причинах возникновения 
дополнительных слагаемых в контрчленах к метрике, обусловленных неметричностью, 
которая отсутствовала, в лагранжиане. Для ответа на этот вопрос рассмотрим связь 
уравнений движения нелинейной одномерной сигма-модели и их геометрической интер
претации. 

Известно, что движение классической механической системы в плоском конфигура
ционном пространстве под действием внешних сил допускает геометрическую интерпре
тацию. Геометрическое описание позволяет рассматривать это движение как свободное 
движение пробной частицы в искривленном конфигурационном пространстве. В общем 
случае движение в поле потенциальных сил эквивалентно свободному движению проб
ного тела на метрическом (римановом, финслеровом) многообразии, т.е. многообразии 
метрика и связность которого согласованы. Аналогично движение на метрическом мно
гообразии под действием диссипативных сил эквивалентно движению пробного тела на 
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неметрическом многообразии, т.е. многообразии, метрика и связность которого несо-
гласованы. Остановимся на этом более подробно. Рассмотрим уравнение движения 
классической системы 

(1) ^ + <?''(«,«) = О, 

где г/' = dq%/di, i = 1, ...,п. Будем рассматривать уравнения, инвариантные относитель
но общекоординатных преобразований, и будем считать для простоты Q% (g, и) однородны
ми функциями второй степени по и. Известно, что для существования функции Лагранжа 
необходимо и достаточно выполнения условий Гельмгольца. В этом случае существует 
матричный множитель, после умножения на который уравнение движения представимо 
в виде уравнения Эйлера-Лагранжа. Отметим, что матричный множитель однозначно 
фиксируется условием каноничности связи гамильтониана, порождаемого данным лаг
ранжианом, с физической энергией системы [5]. С другой стороны, известно, что задание 
функции Лагранжа однозначно определяет метрику в (п + 1)-мерном конфигурационном 
пространстве [6]. Таким образом, задача решения уравнений движения эквивалентна за
даче нахождения геодезической линии на метрическом многообразии. Отметим, что если 
метрика (не)зависит от направлений, то многообразие является (римановым) финсле-
ровым. На метрических многообразиях естественным образом определяется структура 
связности, коэффициенты которой являются символами Кристоффеля для заданной мет
рики. В общем случае условия Гельмгольца, дополненные физическим требованием связи 
гамильтониана с полной энергией системы [5], не выполняются. Уравнения движения сис
темы в этом случае можно представить как движения на метрическом многообразии с 
метрикой, определяемой функцией Лагранжа, под действием диссипативных сил Ql

d(q, и) 
в виде 

dn% 

-£• + 9'р(9,«) + ШЯ,«) = ОТ1)" ЩЩ, и) + <%(«, и) = О, 
где Dj - оператор Эйлера-Лагранжа, L(q, и) - функция Лагранжа. Многообразия на 
которых заданы кривые, удовлетворяющие уравнению (1), в общем случае не являют
ся метрическими. Такие многообразия называются пространствами обобщенных путей 
[12, 13, 14, 15] и допускают естественное определение связности, коэффициенты которой 
определяются в виде 

В пространствах обобщенных путей связность не согласована с метрикой, которая опреде
ляется голономной частью функционала (лагранжианом). Отметим, что разность между 
коэффициентами связности и символами Кристоффеля, построенными по данной метрике, 
называется тензором дефекта связности. В результате получаем принцип относитель
ности [16] для движения ситемы в поле диссипативных сил. Согласно этому принципу 
движение тела в метрическом (римановом или финслеровом) пространстве под действием 
диссипативных сил эквивалентно свободному движению пробного тела на неметрическом 
многообразии (пространстве обобщенных путей). Для получения уравнений движения и 
уравнения геодезической линии в неметрическом многообразии можно использовать ва
риационный принцип Седова [17, 18]. Неголономный функционал при этом определяется 
тензором дефекта связности [21]. Простейшим примером пространства обобщенных пу
тей является аффинно-метрическое многообразие (пространство путей) [7, 8, 9, 10, 11], 
связность и метрика которого не зависят от направлений. Таким образом, нелинейная 
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сигма-модель на аффинно-метрическом многообразии эквивалентна нелинейной сигма-
модели на римановом многообразии, находящейся в поле диссипативных сил [21]. Поэ
тому последовательное построение теории струн в искривленном аффинно-метриче ском 
пространстве-времени должно производиться в рамках диссипативной квантовой схе
мы [19]. Предложенная диссипативная динамика позволяет объяснить существование 
неплоских многообразий, приводящих к ультрафиолетово-конечным нелинейным сигма-
моделям [1]. 

В данной статье мы рассмотрим обобщение двумерной нелинейной бозонной сигма-
модели [22, 3, 23, 24] и сигма-модельного подхода [26, 25, 27, 28, 30] к квантовой тео
рии струн [29] на случай аффинно-метрического многообразия, предложенное в работах 
[19, 20] в качестве примера диссипативной квантовой теории. Обсуждается способ по
лучения конформной аномалии следа тензора энергии-импульса [28, 27] для замкнутой 
бозонной струны на аффинно-метрическом многообразии (то есть в поле диссипативных и 
недиссипативных безмассовых фоновых полей). Вычисляется двухпет левая метрическая 
ренормгрупповая бета-функция [22, 3] для двумерной нелинейной диссипативной бозон
ной сигма-модели, предложенной в [19]. Полученные результаты сравниваются с ульт
рафиолетовыми контрчленами, полученными для аффинно-метрической сигма-модели, 
рассмотреной в работах [1, 2]. 

Классические уравнения движения замкнутой бозонной струны в искривленном га-
мерном аффинно-метрическом пространстве-времени имеют вид 

(2) дру/дд^дгХ* + ( У + Dh )dllXk^gg"l'dvXl = 0, 

где [%
к1] - символы Кристоффеля для метрики Gij(q); Diki(X) - тензор дефекта связ

ности [32]; <7М"(х) - двумерный метрический тензор. Уравнения движения (2) описыва
ют двумерный геодезический поток на аффинно-метрическом многообразии (двумерный 
аналог геодезической линии). Известно, что это уравнение нельзя получить из принципа 
наименьшего действия, если тензор дефекта связности отличен от нуля. Заметим, что 
уравнение геодезического потока в римановом многообразии можно получить из принципа 
наименьшего действия, если плотность функции Лагранжа определить в виде 

(3) L(X) = i Gki(X)dIAXky/gg^avXl. 

Для задания системы, описываемой уравнениями (2), необходимо помимо действия опре
делить неголономный функционал. В этом случае уравнения движения (2) можно полу
чить из вариационного принципа Седова [17,18,21], обобщающего принцип наименьшего 
действия на диссипативные процессы. Зададим вариацию неголономного функционала 
в следующем виде: 

(4) 8W=- f d2x Diki(X) d^Xky/gg^duXl SX\ 

Тогда уравнение геодезического потока получается из принципа Седова, если плотность 
лагранжиана и неголономный функционал заданы в виде (3) и (4). 

Мировая поверхность, заметаемая струной в процессе движения, описывается ото
бражением Х(х) из двумерного параметрического пространства N в n-мерное простран
ственно-временное многообразие М, т.е. Х(х) : N -> М. Пусть двумерный параметр 
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задается в виде х = (г, а) и отображение Х{х) задается пространственно-временными 
координатами Хк(х). Выберем голономный функционал в виде 

(5) S(X) = S(G, Ф,д) = \ Jd2x ( L(X) + уy/gR™(g) Ф(Х), 

где а' - обратная напряженность струны; Ф(Х) - поле дилатона. Действие (5) и седовиан, 
определенный вариационным уравнением (4), описывают замкнутую бозонную струну, 
распространяющуюся в безмассовых диссипативных и недиссипативных фоновых полях 
или в искривленном аффинно-метрическом пространстве-времени. Для простоты член 
Весса-Зумино рассматриваться не будет [33]. Выберем параметризацию для двумерного 
метрического тензора д^ в следующем виде [31]: 

(6) g^(x)dx^dxv = с(х) ( n2(x)(dr)2 -{da Л- m(x)dr)2 ). 

В этом случае плотности гамильтониана без поля дилатона, седовиана и омега перепи
сью аются в виде 

(7) h = - | С Ы (Х)1Ы1, + mIlkX,k - ^Gkl(X)X'kX'\ 

(8) w = ^ ( Д ^ Щ П / + b\xX'hXll)\ П = 2nDk(X)Uki 

где Dk(X) = D§(X) G^(X) ; X,k = (dXk)/(da) ; Щ - канонический импульс; Д -
тензорные интегральные операторы, которые можно условно записать в форме много
кратных неопределенных интегралов по 8Хк : 

(9) A f ^ y ^ D f ' W b2
kl=-2J8Х<Ом{Х). 

К сожалению, мы не имеем строгого математического определения этих операторов. 
Указанной трудности можно избежать, рассматривая разложение неголономного функ
ционала методом фонового поля в виде степенного ряда по ковариантным полям £к(х), 
которые являются касательными векторами к геодезической линии, соединяющей Хк и 
Хк = Хк + fk(Xo,£). Ковариантное фоново-полевое разложение Д-оператора записы
вается в виде 

(10) Д*' = 2 Df'(X0) С + 0(e) , Д1, = - 2 D,kl(X0) С + 0(£2)-

Ковариантный метод фонового поля [3, 1, 20] в фазовом пространстве определяется раз
ложением только координат Хк(х). Заметим, что модель, определенная (4) ( и (5) ) в 
конформной калибровке п = 1, т = 0 , называется двумерной нелинейной (диссипа-
тивной) сигма-моделью. Определим производящий функционал для связных функшшй 
Грина [39, 38, 4] в виде 

(11) W(J,g) = - Ш п JDXDUexp i Jd2x {Z1(XyU,g) + Z2(X,J)), 

где 

(12) Z1(X,n,g) = nk±Xk-h + w+*tl+jy/gRW(g)<l>(X), 
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a Z2(X, J) - член с источником, вид которого обсуждается в [34, 35, 4, 36, 37, 38]. По
лучив ковариантное разложение методом фонового поля для Z\,Z2 , определим новый 
производящий функционал W{XQ , g, J) в следующем виде: 

(13) exp^(W(X0,g,J)+W(X0)) 

= JD^DEexp^j'd2x( Z1(X(X0,O,n,g) + Jk(x)tk(x)). 

Функциональный интеграл по импульсу П является гауссовым интегралом. Легко полу
чить производящий функционал в форме интеграла по путям: 

(14) W(X0ig,J) = -ih ^jDZ е х р ^ ( Л ( В Д ) , 0 ) + M(X(X0,Q)). 

Эффективное действие А(Х) записывается в следующем виде [19, 20]: 

A(X) = S(G,*,g) + S(D,g), 

где 
(15) S(D,g) = Sx(D,g) + S2(D,g) + S3(D,g), 

(16) 5: = -Jd2x ±A2
kld>XkJgg»vdvXl = -W(X), 

(17) 5 2 = j ' d2xl-Fkl{X)dtlXk^gK>iVdvXl, 

(18) S3 = J d2x^g(Vklig>il/dvXk + B(X)), 

(19) Fkl = [G-1 + Д ! ] - 1 ^ - [G + A2]k, = lDin
kDjnle? + 0(£3) , 

(20) Vkfi = \gilvk
v[G-1 + A^^D'iX), 

(21) B(X) = \c-\x)[G-' + A%lDk(X)Dl(X), 

(22) i " = (kT, к") = (-2JC-1, 2imc-x), 

(23) к"" = (« r T , кг<т, к°а) = ( - n " 2 ^ 1 , m n ^ c ' 1 , - m ^ - V 1 ) 

и D'(X) = GlkGl*Dkij(X). Заметим, что эффективное действие конформно-инвариан
тно , поскольку не зависит от с(х), и параметризация двумерных тензоров к **" и к м связана 
с параметризацией двумерного метрического тензора </'"', т.е. к^" = к^и(д) и i / i = 
fc"(sr). Слагаемое М(Х) задается в виде 

(24) М{Х) = fd2xj 8(0) lndet(G-1(X) + Ai (X))" 1 ). 

Тензор энергии-импульса определяется, как обычно [28, 27, 41], в виде 

(25) T^(x) = -^-^-S(G,9,g). 
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В общем случае слагаемые S(£>, #) являются неголономными объектами. Так как мы 
используем ковариантный метод фонового поля [3, 7, 19, 1], то эти объекты представ
ляют степенные ряды по векторному полю £к(х). Отметим, что разложение методом 
фонового поля и вариация по двумерному метрическому тензору являются некоммути-
рующими операциями для неголономного функционала, т.е. (SW(X))/(Sg^,l/) = 0 и 
(SW(Xo,£))/(Sgilv) ф 0. Поэтому значение вакуумного ожидания тензора энергии-
импульса [41] 

(26) (Т""(х)) = ЛГехр ( - i W ( J , s ) ) jD£ Т""(х) exp ^(A(X) + М(Х)) 

нельзя записать в виде (—2)/(y/g)(SW(J)g))/(Sg^L1/)i что обусловлено рассмотрением 
неголономного функционала лишь в рамках фоново-полевого разложения (в противном 
случае необходимо получить формулы гауссова интегрирования по импульсам в функ
циональном интеграле для тензорных интегральных операторов Д вне рамок фоново-
полевого метода). Определим двуметрический производящий функционал: 

W(g^,a»»,X0,J) = -ih Ы JD(exp ^(s(G^,g^ + 

+S(D} а*") + М(Х) + J d2xJkik\. 

Обычный функционал W(g,X$,J) легко получить: W{g,X$,J) = W(g,ayXo, J)g-a-
Значение вакуумного ожидания (26) можно записать в виде 

(27) {Т^(х)) = 2 ' -W(g,a,X0,J) 
y/gh^v J g=za 

Легко получить конформную аномалию следа тензора энергии-импульса [28] для струны 
в искривленном аффинно-метрическом пространстве-времени: 

(28) 

где 

<г;> = \~fad^x^xl
0 + ^ д ( % ) Д » , 

(29) fa = fa + ... ; рф = £ф - \Щ ( & + ...), 
(30) fa, = fa, + 2a ' -V f cV^ ; Дф = /3* + a ' V ^ V ^ , 

(31) fa, = ц-^СПГ ; VfcV, = dkV, - ( [Ы + D\kl)) Vt. 

Закон изменения тензора энергии-импульса можно записать в виде 

(32) V T ^ = Dikl{X) д^Хкд^диХ1 dvX%. 

Если принять во внимание ковариантное фоново-полевое разложение [3, 1] для д^Х 
Ск (Хо, £) S^XQ , то вакуумное ожидание для этого закона может быть записано в форме 

(зз) (узд = (*Ш^)а,*0*. 

А? _ 
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Выберем, как обычно, следующее решение классических уравнений движения: Х$(х) = 
const. Тогда уравнение (32) перепишется в обычном виде [27, 41]: (VMTM„) = 0. Легко 
получить, что центральный заряд алгебры Вирасоро [44] пропорционален дилатонной /?-
функции, аналогично недиссипативному случаю [27]. Достаточным условием законности 
этого соотношения [27] является /?ф = const и Щх = 0, где /3° определяется метричес
кой бета-функцией двумерной нелинейной диссипативной сигма-модели. При вычислении 
двухпетлевой метрической бета-функции мы использовали аффинно-метрический метод 
фонового поля [7, 8, 9,10, И, 1, 2], вводили вспомогательный массовый член [45, 46], раз
мерную регуляризацию 2 -» п = 2 — 2е [43,42] и минимальное вычитание с общим предпи
санием для свертки двумерного каппа- тензора к ̂ уц^у = /(гс),где/(п) = l + / i £ - f 0 ( £ 2 ) 
H77Mi/ яв ляются двумерной метрикой Минковского. Различные предписания, видимо, соот
ветствуют различным ренормализационным схемам, и результаты должны быть связаны 
через переопределение констант связи Gki и Fki по аналогии с римановой двумерной нели
нейной сигма-моделью с членом Весса-Зумино [48]. Известно, что пропагатор квантовых 
полей £к (х) не имеет стандартного вида. Поэтому необходимо вводить т векторов е\ (X) 
и оперделить поле £а(х) = eg£*(a;), где V^ej1 = 0. После этой модификации кинетичес
кий член принимает вид V^fа Vj,£a, где VM£a = д^а +Л£С е\ д^Х* fс. Эта смешанная 
производная [47] для аффинно-метрического многообразия М .и пространства Минков
ского N включает связность Схоутена-Врэнчану [49, 50, 51] АаЪс, которая является на 
римановых многообразиях коэффициентами вращения Риччи [52], а объект и>%ь = Л£се£ 
является спиновой связностью [27]. Заметим, что в дополнение к вкладам, учтенным в 
[19, 20], необходимо рассматривать диаграммы, внешний фоново-полевые линии которых 
включают связность Схоутена-Врэнчану. Такие диаграммы не сокращаются [21] в от
личие от случая римановой нелинейной сигма-модели [27]. Это обусловленно следующим 
соотношением: А(а/ъ/с) — (—l/2)(A\J/-h2Q(i\7)/) e%aeWh>где^ij/~тензорнеметричности 
аффинно-метрического многообразия, а ф * -тензор кручения. Дву хпетл ев ая метричес
кая бета-функция диссипативной сигма-модели представима в виде /3° = /ЗдМ +/?р +/?р > 
где РАМ - метрическая бета-функция [22, 3] аффинно-метрической сигма-модели, опре
деленной в [1, 2]. / ?д м - часть метрической бета-функции, полученной только из действия 
S(G, Ф, д), в котором двумерная метрика является метрикой Минковского. {З^ К = 1,2 
- часть метрической бета-функции, полученной с учетом действий SK{D, g)) определен
ных в уравнениях (15)—(23). Заметим, что двухпетлевая метрическая бета-функция /?р 
равна нулю. Это аналогично результатам для нелинейной сигма-модели, рассмотренной 
в [53, 54, 55]. Полное выражение двухпетлевых ультрафиолетовых контрчленов очень 
громоздко, но легко можно получить следующие условия ультрафиолетовой конечнос
ти. Однопетлевые и двухпетлевые контрчлены двумерной нелинейной диссипативной 
сигма-модели исчезают, если согласование между аффинной связностью и метрической 
структурой на многообразии задается следующим образом [19]: 

(34) VkGij = Nijk = N{ijk)] V{lNk)ij = N*(kNi)jp; 

Q(ij)i = 0; Щк/(Ц)/1) = j N(k/(iNj)/i)p' 

Видно, что условия ультрафиолетовой конечности не содержат зависимости от парамет
ра / i . Заметим, что бета-функция аффинно-метрической сигма-модели равна нулю во 
всех петлях, если аффинно-метрическое многообразие с тензором неметричности Кщ и 
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кручением Ql

kl определяется так [21]: 

(35) Rkiji = Rkiji-2V[j/Qki/l]-2Q?[l/Qkn/j] = О, 

(36) VfcG,,- = Kijk-2Q(ij)k = 0. 

Легко видеть, что эти аффинно-метрические многообразия не являются плоскими. 
В заключение хотелось бы выразить благодарность В .В. Белокурову и К.С. Стеллу за 

полезные обсуждения и всем сотрудникам отдела теоретической физики высоких энергий 
Института ядерной физики им.Скобельшша Московского государственного университета 
за поддержку во время работы. 
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V.E. Tarasov 
QUANTUM DISSIPATIVE SYSTEMS 

II. STRING IN CURVED AFFINE-METRIC 
SPACE-TIME 

As the example of the dissipative quantum theory we consider the closed bosonic string in the 
curved affine-metric space-time. The conformal anomaly of the energy momentum tensor trace for 
the string on the affine-metric manifold is investigated. The two-loop metric bet a-function for the 
two-dimensional nonlinear dissipative sigma-model is calculaded. Some examples of the nonflat 
manifolds resulting in ultraviolet-finite sigma-models are exibited. 


