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�.�. � à á®¢∗��������� �����Ǳ������� �������.IV. ������� ������� �� � ���ǱǱ� ���à¥¡®¢ ­¨¥ á ¬®á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ª¢ ­â®¢®£® ®¯¨á ­¨ï ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ¯à¨Ä¢®¤¨â ª ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¢ëå®¤  §  à ¬ª¨  «£¥¡à�¨¨ £àã¯¯�¨, â.¥. ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î­¥Ä«¨¥¢ëå  «£¥¡à ( «£¥¡à, ¢ ª®â®àëå ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨) ¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨åª¢ §¨£àã¯¯ (­¥ áá®æ¨ â¨¢­®£® ®¡®¡é¥­¨ï £àã¯¯). � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ­ «®£ ¬¨  «£¥¡àë �¨ ¨ £àã¯¯ë �¨ ¤«ï ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ï¢«ïîâáïª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢   «£¥¡à  ( ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  «£¥¡à , ª®¬¬ãâ ­â ª®â®à®© ï¢«ï¥âÄáï «¨¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à®©) ¨  ­ «¨â¨ç¥áª ï ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­ ï «ã¯  («ã¯ , ª®¬Ä¬ãâ ­â ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï  áá®æ¨ â¨¢­®© ¯®¤«ã¯®© (£àã¯¯®©)). �®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª Äá â¥«ì­ ï  «£¥¡à   ­ «¨â¨ç¥áª®© ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯ë á ®¡à â¨¬®áâìî(«ã¯ë � «ï) ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡à®© ( «£¥¡à®© � «ï). � áá¬ âà¨¢ Äîâáï ¯à¨¬¥àë ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢ëå  «£¥¡à.1. ��������� ª¢ ­â®¢®© ¬¥å ­¨ª¥, ®¯¨áë¢ îé¥© ­¥¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ (£ ¬¨«ìâ®­®¢ë) á¨áâ¥¬ë, ¨áÄ¯®«ì§ã¥âáï ¯ à , á®áâ®ïé ï ¨§  «£¥¡àë�¨ ¨  ­ «¨â¨ç¥áª®© £àã¯¯ë (£àã¯¯ë �¨). �«¥Ä­ë íâ®© ¯ àë á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© â¥®à¥¬ ¬¨ �¨ [1, 2].�«ï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ ®¯¨á ­¨ï ª¢ ­â®¢®© í¢®«îæ¨¨ ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå (­¥£ ¬¨«ìÄâ®­®¢ëå) á¨áâ¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¢ë©â¨ §  à ¬ª¨ ¤ ­­®© ¯ àë [3]. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥®¡å®¤¨Ä¬® ¨á¯®«ì§®¢ âì  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ­¥«¨¥¢ã  «£¥¡àã ( «£¥¡àã, ¢ ª®â®à®© ­¥ ¢ë¯®«­ïÄ¥âáï â®¦¤¥áâ¢®�ª®¡¨) ¨  ­ «¨â¨ç¥áªãî­¥ áá®æ¨ â¨¢­ãîª¢ §¨£àã¯¯ã, ¨«¨ «ã¯ã [2, 4].� á®¦ «¥­¨î,  «£¥¡àë ¨ «ã¯ë, ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ª¢ ­â®¢®£® ®¯¨á ­¨ï ¤¨áá¨¯ â¨¢Ä­ëå á¨áâ¥¬, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª å®à®è® ¨§ãç¥­­ë¬  «£¥¡à ¬ ¨ «ã¯ ¬ [5{7]. � ¤ ­­®©ç¥â¢¥àâ®© ç áâ¨ ¬ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¨áª®¬®© ¯ à®© ï¢«ïîâáï  «£¥¡à , ª®¬¬ãâ ­â ª®Äâ®à®© { «¨¥¢  ¯®¤ «£¥¡à  ( «£¥¡à  � «ï), ¨  ­ «¨â¨ç¥áª ï «ã¯ , ª®¬¬ãâ ­â ª®â®à®© { áá®æ¨ â¨¢­ ï ¯®¤«ã¯  (£àã¯¯ ). �®ª §ë¢ ¥âáï ­ «®£ â¥®à¥¬ë�¨, á¢ï§ë¢ îé¨© ¤ ­Ä­ãî  ­ «¨â¨ç¥áªãî «ã¯ã á  «£¥¡à®© � «ï. Ǳà¨¢®¤ïâáï ¯à¨¬¥àë ­¥«¨¥¢®©  «£¥¡àë á«¨¥¢ë¬ ª®¬¬ãâ ­â®¬. �à¥¤¨ ­¨å ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï, ¯à¥¤«®¦¥­Ä­ ï ¢ [3] ¤«ï ®¯¨á ­¨ï ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬, ®¡®¡é¥­¨¥  «£¥¡àë Ǳã áá®­ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬ ¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©,   â ª¦¥  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ,ª®¬¬ãâ â®àë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨.
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��������� �����Ǳ������� �������. IV 2152. �����������������������2.1. �«£¥¡à  � «ï, ª®¬¬ãâ ­â ¨ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢   «£¥¡à . �¢¥¤¥¬ á«¥Ä¤ãîé¥¥�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1. �«£¥¡àãB ­ §®¢¥¬  «£¥¡à®©� «ï, ¥á«¨ ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ïã¤®¢«¥â¢®àï¥â1) ãá«®¢¨î  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨: xx = 0,2) ¬ï£ª®¬ãâ®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨: J(xy; zp; ql) = 0, £¤¥ J(x; y; z) = (xy)z+(yz)x+(zx)y {ïª®¡¨ ­ í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë.�¨¤­®, çâ® «î¡ ï  «£¥¡à  �¨, § ¤ ¢ ¥¬ ï á®®â­®è¥­¨ï¬¨ x2 = 0, J(x; y; z) = 0,ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© � «ï. �áïª ï ¡¨­ à­® «¨¥¢   «£¥¡à  [2], â.¥.  «£¥¡à , ®¯¥à æ¨ïã¬­®¦¥­¨ï ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ x2 = 0, J(x; y; xy) = 0, â ª¦¥ ï¢«ï¥âÄáï  «£¥¡à®© � «ï.ǱãáâìA { ­¥ª®â®à ï ­¥ áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à . �¢¥¤¥¬¡¨«¨­¥©­ãî®¯¥à æ¨î [x; y] =xy−yx, ­ §ë¢ ¥¬ãîª®¬¬ãâ â®à®¬. � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬ ª®¬¬ãâ â®à­ãî «£¥¡àãA(−), áá®æ¨¨à®¢ ­­ãî á  «£¥¡à®©A. �«ï ª®¬¬ãâ â®à­®© «£¥¡àëãá«®¢¨¥  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢Ä­®áâ¨ ¨ ¬ï£ª®¥ â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨ à¥ «¨§ãîâáï ¢ ¢¨¤¥1) [x; x] = 0,2) J[[x; y]; [z; p]; [q; l]] = 0, £¤¥ J [x; y; z] = [[x; y]; z]+ [[y; z]; x]+ [[z; x]; y].Ǳãáâì, ¤ «¥¥, g = A(−) { ª®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ ï á ­¥ª®â®à®©  «Ä£¥¡à®© A. � ª®¬¬ãâ â®à­®©  «£¥¡à¥ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨¥ ª®¬¬ãâ ­â  [2].�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2. �®¬¬ãâ ­â®¬  «£¥¡àë g ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®[g; g] = g′, ¯®à®¦¤¥­­®¥ ¢á¥¬¨ ª®¬¬ãâ â®à ¬¨ [x; y], £¤¥ x; y ∈ g.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.3.. �à â­ë¥ ª®¬¬ãâ ­âë g(k), k = 0; 1; 2; : : : ,  «£¥¡àë g ®¯à¥Ä¤¥«ïîâáï ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à ¢¨«ã: g(0) = g, g(k+1) = (g(k))′.� ¯®¬­¨¬, çâ®¨¤¥ «®¬A0  «£¥¡àëA ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àëA â ª ï, çâ®ª®¬¬ãâ â®àë í«¥¬¥­â®¢ ¯®¤ «£¥¡àë á «î¡ë¬ í«¥¬¥­â®¬  «£¥¡àë ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â Ä¬¨ ¯®¤ «£¥¡àë. �¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2.1.1. �®¬¬ãâ ­â g(1)  «£¥¡àë g ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬, ®¤­ ª® g(2) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ Ä«®¬  «£¥¡àë g.2. �à â­ë© ª®¬¬ãâ ­â g(k+1) ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë g(k), ®¤­ ª® ­¥ ï¢Ä«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë g(l), £¤¥ l < k.3. �à â­ë© ª®¬¬ãâ ­â g(k+1) ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë g(l), £¤¥ l < k, «¨èì¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¢ë¯®«­¥­¨ï â®¦¤¥áâ¢  �ª®¡¨.�¢¥¤¥¬�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.4. Ǳãáâì A(−) { ª®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ ï á ­¥ª®Äâ®à®©  «£¥¡à®©A. �«£¥¡àãA(−) ­ §®¢¥¬ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡à®©, ¥á«¨ «îÄ¡ë¥ âà¨ ¥¥ ª®¬¬ãâ â®à  ¯®à®¦¤ îâ ¯®¤ «£¥¡àã, ï¢«ïîéãîáï  «£¥¡à®© �¨, â.¥. ¥á«¨ª®¬¬ãâ ­â íâ®©  «£¥¡àë ï¢«ï¥âáï «¨¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à®©.�¥âàã¤­® ã¢¨¤¥âì, çâ® ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© � «ï.



216 �.�. �������2.2. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï¨  «£¥¡à � «ï. � áá¬®âà¨¬­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¬ ¤®«¦­  ã¤®¢«¥â¢®àïâì ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥àÄ£ {�¥©«ïW ∗N , ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¢ âà¥âì¥© ç áâ¨ [3] à ¡®âë.�¥®à¥¬  2.1. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï W ∗N ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®©� «ï, ­® ­¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �¨, â.¥. W ∗N - «£¥¡à  { ­¥«¨¥¢   «£¥¡à  � «ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨¥ ¤«ï ª®¬¬ãâ â®à®¢ í«¥¬¥­â®¢ zn ¨ zm®¡®¡é¥­­®©  «£¥¡àë �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤[zn; zm] = {snm3 I + {tnmk Fk(Q;P ); (1)£¤¥ snm3 = xnkymk − xmk ynk ; tnmk = tnymk − tmynk ;¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ïª®¡¨ ­  ª®¬¬ãâ â®à®¢J[[z1; z2]; [z3; z4]; [z5; z6]] = −it12k t34l t56mJ [Fk; Fl; Fm]:Ǳ®áª®«ìªã ®¯¥à â®àë Fk(Q;P ) ï¢«ïîâáï  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨, ¯®«ãç ¥¬J [Fk; Fl; Fm] = 0:� ª¨¬ ®¡à §®¬, í«¥¬¥­âë ®¡®¡é¥­­®©  «£¥¡àë �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï [3] ã¤®¢«¥â¢®àïîâ¬ï£ª®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨.�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ïW ∗N ¨ ¥¥ ¯®¤ «£¥¡àë®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:1. �«£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ïWN ï¢«ï¥âáï ¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ¨¤¥ «®¬ ®¡®¡é¥­­®©  «Ä£¥¡àë �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï W ∗N , ¯à¨ç¥¬ íâ®â ¤¢ãáâ®à®­­¨© ¨¤¥ « ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥¯à®áâë¬ ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢  [W;Qi] = 0.2. �®¬¬ãâ ­â ®¡®¡é¥­­®©  «£¥¡àë�¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©  «£¥¡Äàë �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï.3. � ªá¨¬ «ì­ë©¤¢ãáâ®à®­­¨©¨¤¥ « ®¡®¡é¥­­®©  «£¥¡àë�¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ïW ∗N,ï¢«ïîé¨©áï  «£¥¡à®© �¨, á®¢¯ ¤ ¥â á  «£¥¡à®© �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ïWN .� áá¬®âà¨¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢  ®¡®¡é¥­¨ï  «£¥¡àë �¥©-§¥­¡¥à£ {�¥©«ï WN ,   ¨¬¥­­® «¨­¥©­ãî ®¡®¡é¥­­ãî  «£¥¡àã �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ïLW ∗N , ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¢ [3]. �®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2.2. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï LW ∗N ã¤®¢«¥â¢®àïÄ¥â ¯®¬¨¬® ¬ï£ª®£® â®¦¤¥áâ¢  �ª®¡¨ á«¥¤ãîé¨¬ ¡®«¥¥ á¨«ì­ë¬ â®¦¤¥áâ¢ ¬:J[[z1; z2]; [z3; z4]; z5] = 0; (2)
[J [z1; z2; z3]; z4] = 0; (3)
[[z1; z2]; [z3; z4]] = 0: (4)�â¬¥â¨¬, çâ® á®®â­®è¥­¨¥ (2) ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ¨§ ­¥£® ¬ï£ª®¥ â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ â®¦¤¥áâ¢  (4).�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®¦¤¥áâ¢ (2){(4) ¤®áâ â®ç­® ¨á¯®«ì§®¢ âì á®®â­®è¥­¨¥ (1) ¨®¯à¥¤¥«¥­¨¥ [3]  «£¥¡àë LW ∗N . �®¬¬ãâ â®à­ãî  «£¥¡àã, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî á®®â­®è¥­¨Ä¥¬ (4), ­ §®¢¥¬ ª®¬¬ãâ ­â­® ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®©. � ª ï  «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï



��������� �����Ǳ������� �������. IV 217à §à¥è¨¬®© [2], â ª ª ª áãé¥áâ¢ã¥â ªà â­ë© ª®¬¬ãâ ­â, à ¢­ë© ­ã«î  «£¥¡àë, ¨, á«¥Ä¤®¢ â¥«ì­®, æ¥¯®çª  ªà â­ëå ª®¬¬ãâ ­â®¢ ®¡àë¢ ¥âáï.� à¥§ã«ìâ â¥ «¨­¥©­ ï ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï LW ∗ ï¢«ï¥âáï ª®¬Ä¬ãâ ­â­® ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®©, ïª®¡¨ ­ë ª®â®à®© ¯à¨­ ¤«¥¦ â æ¥­âàã ¤ ­­®©  «Ä£¥¡àë. � á¨«ã à §à¥è¨¬®áâ¨ â ª®©  «£¥¡àë ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨¥ à ¤¨ª « , â.¥. ­ ¨Ä¡®«ìè¥£® à §à¥è¨¬®£® ¨¤¥ « , çâ® ®¡«¥£ç ¥â ¨§ãç¥­¨¥ ¥¥ áâàãªâãà­ëå á¢®©áâ¢.2.3. �®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à . � ¯®¬­¨¬, çâ®  «£¥¡à  ­ §ë¢ ¥âáï áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡à®©, ¥á«¨  áá®æ¨ â®à ¯à®¨§¢®«ì­ëå âà¥å ¥¥ í«¥¬¥­â®¢ à ¢¥­­ã«î, â.¥. ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (x; y; z) = 0, £¤¥ (x; y; z) ≡(xy)z − x(yz) {  áá®æ¨ â®à ®¯¥à â®à®¢ x; y; z. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.5. �¥ áá®æ¨ â¨¢­ãî  «£¥¡àã ­ §®¢¥¬ ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ Äâ¨¢­®©  «£¥¡à®© (¨«¨ ¯à®áâ®ª®¬¬ãâ ­â­®©  «£¥¡à®©), ¥á«¨ ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ïã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (xy − yx; zp− pz; ql− lq) = 0: (5)�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.6. �¥ áá®æ¨ â¨¢­ãî  «£¥¡àã ­ §®¢¥¬ ª¢ §¨ª®¬¬ãâ ­â­®©  «Ä£¥¡à®©, ¥á«¨ ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬1) «¥¢®© ª¢ §¨ª®¬¬ãâ ­â­®áâ¨: (xy − yx; zp− pz; q) = 0;2) ¯à ¢®© ª¢ §¨ª®¬¬ãâ ­â­®áâ¨: (q; xy − yx; zp− pz) = 0.�¨¤­®, çâ® ª¢ §¨ª®¬¬ãâ ­â­ ï  «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®©. �¡Äà â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¢¥à­®. �à®¬¥ â®£®, ª®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à  «î¡®© ª¢ §¨ª®¬¬ãÄâ ­â­®©  «£¥¡àë ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã (2). �ä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã.�¥®à¥¬  2.2. �®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à  A(−) ¯à®¨§¢®«ì­®© ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®Äæ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë A ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡à®©.�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ®á­®¢ ­® ­  â®¬, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ïª®¡¨ ­, ®¯à¥¤¥Ä«ï¥¬ë© ¤«ï ª®¬¬ãâ â®à­®©  «£¥¡àë ä®à¬ã«®©J [A;B;C] = [[A;B]; C]+ [[B;C]; A] + [[C;A]; B]; (6)¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ç¥à¥§  áá®æ¨ â®àë ¢ ¢¨¤¥J [A;B;C] = (A;B;C) − (A;C;B) + (C;A;B) − (B;A;C) + (B;C;A) − (C;B;A):�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2.4. ¤«ï ª®¬¬ãâ â®à­®©  «£¥¡àë­¥ª®â®à®©ª®¬Ä¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë, ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨áª®¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.2.4. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï ¨  áá®æ¨ â®à. � ª ¡ë«® ¯®Äª § ­® ¢ à ¡®âe [8], ®¡®¡é¥­­ãî  «£¥¡àã �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï ¬®¦­® à¥ «¨§®¢ âì ª ªª®¬¬ãâ â®à­ãî  «£¥¡àã ­¥ª®â®à®© ­¥ áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë.�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Ek = (Qk; Pk) ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë  «£¥¡àë �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï.�®£¤  ¤«ï ¢ë¯®«­¥­¨ï ª®¬¬ãâ æ¨®­­ëå á®®â­®è¥­¨© ®¡®¡é¥­­®©  «£¥¡àë �¥©§¥­¡¥à-£ {�¥©«ï [3] ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë (Ek;W ) ã¤®¢«¥â¢®àï«¨ á®®â­®è¥Ä­¨ï¬ (Ek; El; Ej) = (Ek; El;W ) = (W;Ek; El) = (Ek;W;Ek) = (W;W;W ) = 0; (7)(Ek;W;El) 6≡ 0; (W;W;Ek) 6≡ 0; (Ek;W;W ) 6≡ 0; (W;Ek;W ) 6≡ 0: (8)�á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨ï (7), (8), «¥£ª® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥



218 �.�. ��������â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2.3. �¥ áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à , í«¥¬¥­âë ª®â®à®© ¯à¥¤áâ ¢¨Ä¬ë ¢ ¢¨¤¥ z = xkEk+ tW , £¤¥ xk, t { ç¨á« ,   ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë (Ek;W ) ã¤®¢«¥Äâ¢®àïîâ á®®â­®è¥­¨ï¬ (7), (8), ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®©, â.¥.(z1z2 − z2z1; z3z4 − z4z3; z5) = (z5; z1z2 − z2z1; z3z4 − z4z3) = 0:�à®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã á®®â­®è¥­¨© (1) ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë (Ek;W ) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®Ä®â­®è¥­¨î ª®¬¬ãâ ­â­®©  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ (5).3. ��Ǳ����������������������������3.1. �ã¯ë á ®¡à â¨¬®áâìî ¨ ª®¬¬ãâ ­âë «ã¯. �­ «¨â¨ç¥áª¨¬¨ «ã¯ ¬¨ ­ Ä§ë¢ îâáï ­¥ áá®æ¨ â¨¢­ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï  ­ «¨â¨ç¥áª¨å £àã¯¯ (£àã¯¯ �¨), ¢¯¥à¢ë¥ à áÄá¬®âà¥­­ë¥ � «ìæ¥¢ë¬ [5].�­®¦¥áâ¢® G á ®¯à¥¤¥«¥­­®© ­  ­¥¬ ¡¨­ à­®© ®¯¥à æ¨¥© ã¬­®¦¥­¨ï ◦ ­ §ë¢ ¥âáïª¢ §¨£àã¯¯®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå a; b ∈ G ª ¦¤®¥ ¨§ ãà ¢­¥­¨© a ◦ x = b ¨ y ◦ a = b¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥. �á«¨ ¢ ª¢ §¨£àã¯¯¥ G áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â e ∈ G(¥¤¨­¨æ ), çâ® e ◦ x = x ◦ e = x ¤«ï ¢á¥å x ∈ G, â® ª¢ §¨£àã¯¯  ­ §ë¢ ¥âáï «ã¯®© [4].Ǳãáâì G { «ã¯ , â.¥. ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ G á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ­  ­¥¬ ®¯¥à æ¨ï¬¨ã¬­®¦¥­¨ï, ¯à ¢®£® ¨ «¥¢®£® ¤¥«¥­¨ï (◦; =; \) â ª®¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â e ∈ G, ¤«ïª®â®à®£® x ◦ e = e ◦ x = x ¨ (x=y) ◦ y = y ◦ (y\x) = (x ◦ y)=y = y\(y ◦ x) = x ¤«ï ¢á¥å x¨ y ¨§G.�®âï «ã¯  ®¡« ¤ ¥â ¥¤¨­¨æ¥© e ¨, ¡ã¤ãç¨ ª¢ §¨£àã¯¯®©, ¤«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥­â  a á®Ä¤¥à¦¨â í«¥¬¥­âë e=a ¨ e\a, ®¤­ ª® íâ¨ í«¥¬¥­âë ­¥ ï¢«ïîâáï ®¡à â­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨¯à®¨§¢®«ì­®© «ã¯ë. � áá¬®âà¨¬ ¯®íâ®¬ã á«¥¤ãîé¨© ¡®«¥¥ ã§ª¨© ª« áá «ã¯. �ã¯  G­ §ë¢ ¥âáï «ã¯®© á ®¡à â¨¬®áâìî, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ a; b ∈ G ¨¬¥îâ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢  (b ◦ a) ◦ (e=a) = b; (e\a) ◦ (a ◦ b) = b: (9)�á«¨ ¯®¤áâ ¢¨âì ¢ ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥­áâ¢ ¢¬¥áâ® b í«¥¬¥­â e=a , â® ¯®«ãç¨¬ e=a = e\a. � Äª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª¨© í«¥¬¥­â «ã¯ë á ®¡à â¨¬®áâìî®¡« ¤ ¥â ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ®¡à â­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ a−1:a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e: (10)� ¢¥­áâ¢  (9), ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ «ã¯ã á ®¡à â¨¬®áâìî, ¯à¨­¨¬ îâ â¥¯¥àì ¢¨¤(b ◦ a) ◦ a−1 = a−1 ◦ (a ◦ b) = b: (11)�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «ã¯ á ®¡à â¨¬®áâìî ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ ¦­®¥ â®¦¤¥áâ¢®(a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1: (12)�  á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ a ◦ b = c, â®b = a−1 ◦ c ⇒ a−1 = b ◦ c−1 ⇒ c−1 = b−1 ◦ a−1:�®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨¥ ª®¬¬ãâ â®à  ¨ ª®¬¬ãâ ­â  «ã¯ë.



��������� �����Ǳ������� �������. IV 219�®¬¬ãâ â®à®¬ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ x ¨ y «ã¯ëG ­ §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥­â z ¢¨¤ z = [x; y] = (x ◦ y) ◦ (y ◦ x)−1: (13)� «ã¯ å á ®¡à â¨¬®áâìîª®¬¬ãâ â®à ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ x ¨ y ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢  (12) ¬®¦­®¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ [x; y] = (x ◦ y) ◦ (x−1 ◦ y−1).�®¬¬ãâ ­â®¬ «ã¯ë G ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®G(−) ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ z ∈ G «ã¯ëG,ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ z = z1 ◦ z2 ◦ · · · ◦ zm, £¤¥ ª ¦¤®¥ zi ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ Äâ®à®¬ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ xi; yi ∈ G, â.¥. zi = (xi ◦ yi) ◦ (yi ◦ xi)−1.3.2. � á â¥«ì­ ï  «£¥¡à   ­ «¨â¨ç¥áª®© «ã¯ë. �­ «¨â¨ç¥áª®© «ã¯®©­ §ë¢ ¥âáï  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á­ ¡¦¥­­®¥ áâàãªâãà®© «ã¯ë â ª®©, çâ® ®¯¥Äà æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï ï¢«ï¥âáï  ­ «¨â¨ç¥áª®© [5, 2].� á â¥«ì­®©  «£¥¡à®© g «®ª «ì­®©  ­ «¨â¨ç¥áª®© «ã¯ëG ­ §ë¢ ¥âáï ª á â¥«ìÄ­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Te(G), ¢ ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¡¨­ à­ ï ¨ â¥à­ à­ ï ®¯¥à æ¨¨ [ ; ] ¨
〈 ; ; 〉 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǳãáâì �(t), �(t), 
(t) { ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ¯ãâ¨ ¢ «ã¯¥ G,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ �(0) = �(0) = 
(0) = e, �′(0) = �, �′(0) = �, 
′(0) = �.�®£¤ 

(�(t) ◦ �(t))\(�(t) ◦ �(t)) = t2[�; �] + o(t2); (14)
(�(t) ◦ (�(t) ◦ 
(t)))\((�(t) ◦ �(t)) ◦ 
(t)) = t3〈�; �; �〉+ o(t3): (15)�«®ª «ì­®©á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â­   ­ «¨â¨ç¥áª®©«ã¯¥G ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¥¤¨­¨æë ¯à®Ä¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ zi = �i(x; y) ¬®¦­® à §«®¦¨âì ¢ àï¤ �¥©«®à �i(x; y) = xi + yi + aijkxjyk + bijklxjxkyl + cijklxjykyl + · · · : (16)� á¨«ã áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¥¤¨­¨ç­®£® í«¥¬¥­â  ¢ «ã¯¥ äã­ªæ¨¨ �i(x; y), ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥£àã¯¯ �¨, ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬

[ @r�i@xi1 : : : @xir ]x=0;y=0 = 0; [ @r�i@yi1 : : : @yir ]x=0;y=0 = 0: (17)� «®ª «ì­®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â ¡¨­ à­ ï ¨ â¥à­ à­ ï ®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ ¢¨¤[�; �]i = uijk�j�k; 〈�; �; �〉i = vijkl�j�k�l; (18)£¤¥ uijk = aijk − aikj ; vijkl = 2bijkl − 2cijkl + 14uimlvmjk −
14vijmvmkl : (19)�á«¨ «®ª «ì­ ï «ã¯   áá®æ¨ â¨¢­ , â.¥. ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© �¨, â® â¥à­ à­ ï ®¯¥à æ¨ïâ®¦¤¥áâ¢¥­­® à ¢­  ­ã«î 〈�; �; �〉 = 0 ¤«ï ¢á¥å �; �; � ∈ g. �«ï ¤¨ áá®æ¨ â¨¢­ëå ( «ìÄâ¥à­ â¨¢­ëå) «®ª «ì­ëå  ­ «¨â¨ç¥áª¨å «ã¯ («ã¯ , «î¡ ï ¯ à  í«¥¬¥­â®¢ ª®â®à®© ¯®Äà®¦¤ ¥â  áá®æ¨ â¨¢­ãî ¯®¤«ã¯ã) â¥à­ à­ ï ®¯¥à æ¨ï ¢ ª á â¥«ì­®©  «£¥¡à¥ ¢ëà ¦ Ä¥âáï ç¥à¥§ ¡¨­ à­ãî ¯® ä®à¬ã«¥

〈�; �; �〉 = −
16J [�; �; �];



220 �.�. �������£¤¥ J [�; �; �] = [[�; �]; �] + [[�; �]; �] + [[�; �]; �]:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© «ã¯ë ¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å ¨¬¥¥â ¬¥áâ®ä®à¬ã« , á¢ï§ë¢ îé ï ®¯¥à æ¨î ã¬­®¦¥­¨ï ¢ «ã¯¥ ¨ ®¯¥à æ¨î ã¬­®¦¥­¨ï ¢ ª á â¥«ìÄ­®©  «£¥¡à¥ x ◦ y = x + y + (1=2)xy + · · · , £¤¥ xy { ¡¨­ à­ ï  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï (â.¥.xx = 0, ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, xy = −yx ) ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å í«¥Ä¬¥­â®¢ ª á â¥«ì­®©  «£¥¡àë¤ ­­®©«ã¯ë. Ǳ®ª ¦¥¬, çâ® ª®¬¬ãâ â®à«ã¯ë¢ëà ¦ ¥âáï¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å ¢ ¢¨¤¥[x; y] ≡ (x ◦ y) ◦ (y ◦ x)−1 = xy + · · · ; (20)£¤¥ ¬­®£®â®ç¨¥¬ ®¡®§­ ç¥­ë í«¥¬¥­âë áâ¥¯¥­¨, ¡®«ìè¥© «¨¡® à ¢­®© âà¥¬. �¥©áâ¢¨Äâ¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ëx ◦ y = x+ y + (1=2)xy + · · · ; (y ◦ x)−1 = −y − x− (1=2)yx− · · · ;¯®«ãç ¥¬ ¤«ï ª®¬¬ãâ â®à  ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ «ã¯ë[x; y] = (x ◦ y) ◦ (y ◦ x)−1 = (1=2)(xy − yx+ xx − xy − yx+ yy) + · · · :� ¥á«¨ ¡¨­ à­ ï ®¯¥à æ¨ï ¢ ª á â¥«ì­®©  «£¥¡à¥ ï¢«ï¥âáï  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®© (xx = 0¨ xy = −yx ), â® ¯à¨å®¤¨¬ ª ¨áª®¬®¬ã á®®â­®è¥­¨î (20).3.3. � á â¥«ì­ ï  «£¥¡à  ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯ë. �¢¥¤¥¬ á«¥Ä¤ãîé¥¥�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯®© («ã¯®© � «ï) ­ §®Ä¢¥¬ «ã¯ã á ®¡à â¨¬®áâìî, ª®¬¬ãâ ­â ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï  áá®æ¨ â¨¢­®© ¯®¤«ã¯®© (â.¥.£àã¯¯®©).�« áá¨ç¥áª®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã  ­ «¨â¨ç¥áª¨¬¨ «®ª «ì­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ (£àã¯¯ Ä¬¨�¨) ¨  «£¥¡à ¬¨�¨, ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥¬®¥ â¥®à¥¬ ¬¨�¨ [1], ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨¬¥¦¤ã  ­ «¨Äâ¨ç¥áª¨¬¨ «®ª «ì­ë¬¨ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨«ã¯ ¬¨ á ®¡à â¨¬®áâìî («ã¯ ¬¨� «ï) ¨ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ( «£¥¡à ¬¨ � «ï).�¥®à¥¬  3.1. �. � á â¥«ì­ ï  «£¥¡à   ­ «¨â¨ç¥áª®© «®ª «ì­®© ª®¬¬ãâ ­âÄ­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯ë ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡à®©.�. �áïª ï ª®­¥ç­ ï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢   «£¥¡à  ¥áâì ª á â¥«ì­ ï  «£¥¡à  ®¤Ä­®© ¨ (á â®ç­®áâìî ¤® «®ª «ì­ëå ¨§®¬®àä¨§¬®¢) â®«ìª® ®¤­®© «®ª «ì­®©  ­ «¨Äâ¨ç¥áª®© ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯ë.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �. � áá¬®âà¨¬¯à®¨§¢®«ì­ë©í«¥¬¥­â ª®¬¬ãâ ­â «ã¯ëG á ®¡Äà â¨¬®áâìî. Ǳ® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®¬¬ãâ ­â  ®­ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ z1 ◦ z2 ◦ · · · ◦ zm, £¤¥ª ¦¤®¥ zk ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â®à®¬ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ xk ¨ yk «ã¯ëG. �á«¨ «ã¯ G { ª®¬Ä¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­ ï «ã¯ , â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¨¤  g1(t1) ◦ g2(t2) ◦ · · · ◦ gm(tm), £¤¥gk(tk) ï¢«ïîâáï ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ á ª á â¥«ì­ë¬¨¢¥ªâ®à ¬¨ zk, ­¥ § ¢¨á¨â ¯à¨ ¬ «ëå tk ®â à ááâ ­®¢ª¨ áª®¡®ª. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®¤ «Ä£¥¡à  ª á â¥«ì­®©  «£¥¡àë, ¯®à®¦¤¥­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ zk, ï¢«ï¥âáï «¨¥¢®©  «£¥¡à®©,â.¥. á ¬   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©.



��������� �����Ǳ������� �������. IV 221�. �¢¥¤¥¬ ª®®à¤¨­ âë ¯¥à¢®£® à®¤  ¨ § ¬¥â¨¬, çâ® ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯®¤£àã¯Ä¯ë gk(tk) ¯®à®¦¤ îâ  áá®æ¨ â¨¢­ãî «®ª «ì­ãî ¯®¤«ã¯ã. �¨¤­®, çâ® ¢ «ã¯¥ ¢ ª ­®­¨Äç¥áª¨å ª®®à¤¨­ â å ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®¦¥­¨¥ ¢ àï¤ �¥©«®à , ¯®§¢®«ïîé¨© ¯®  «£¥¡à¥¢®ááâ ­®¢¨âì «ã¯ã.�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï� ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ­ áâ®ïé¨©¬®¬¥­â ®âªàëÄâë¬ ¢®¯à®á®¬.4. Ǳ������������ ������������������������������������������������������4.1. �«£¥¡à  Ǳã áá®­  ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬. �§¢¥áâ­®, çâ® á¨¬Ä¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬¬­®£®®¡à §¨¥¬ (M2n; !) ­ §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ¬­®£®®¡à Ä§¨¥ M2n ç¥â­®© à §¬¥à­®áâ¨ 2n, ­  ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï ä®à¬  !áâ¥¯¥­¨ 2, ï¢«ïîé ïáï § ¬ª­ãâ®© (d! = 0) ¨ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©.�  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¤«ï § ¬ª­ãâëå ¤¨ää¥à¥­æ¨Ä «ì­ëå 1-ä®à¬ áª®¡ªã Ǳã áá®­  [9, 10]. �ª®¡ª®© Ǳã áá®­  ¤¢ãå § ¬ª­ãâëå ¤¨äÄä¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬ � = ak(z)dzk ¨ � = bk(z)dzk ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡Äà §¨¨ (M;!) ­ §ë¢ ¥âáï â®ç­ ï 1-ä®à¬  (�; �), ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯® ¯à ¢¨«ã(�; �) = d	(�; �) = d!(X�; X�); (21)£¤¥ 	(�; �) = !(X�; X�) = 	klakbl; d� = d� = 0 (22)¨ X� { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, ª®â®à®¥ á¢ï§ ­® á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© 1-ä®à¬®© � ¯® ¯à ¢¨«ãi(X�)! = iX�! = �; ! { § ¬ª­ãâ ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï 2-ä®à¬  [9, 10], ­ §ë¢ ¥¬ ï á¨¬Ä¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬®©; i { ¢­ãâà¥­­¥¥ ã¬­®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëåä®à¬ [9]; 	 { ª®á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï áâàãªâãà ,   	kl { ¬ âà¨æ , ï¢«ïîé ïáï ®¡à â­®© ª¬ âà¨æ¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬ë ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ [10]a)  ­â¨á¨¬¬¥âà¨¨: 	kl = −	lk;¡) ®¡à é¥­¨ï ¢ ­ã«ì áª®¡®ª �å®ãâ¥­ :[	;	]slk = 	sm@m	lk +	lm@m	ks +	km@m	sl = 0:�á«¨ íâ  ¡¨«¨­¥©­ ï ®¯¥à æ¨ï \áª®¡ª  Ǳã áá®­ " ®¯à¥¤¥«¥­  ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ § ¬Äª­ãâëå 1-ä®à¬ �10(M), â® ¬­®£®®¡à §¨¥M ­ §ë¢ ¥âáï ¯ã áá®­®¢ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬,  ¯à®áâà ­áâ¢® �10(M) á íâ®© ¡¨«¨­¥©­®© ®¯¥à æ¨¥© {  «£¥¡à®© Ǳã áá®­  P1. �«£¥¡à Ǳã áá®­  P1 ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �¨. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ¢ë¯®«­¥­¨ï ãá«®¢¨ï  ­â¨ª®¬¬ãâ Äâ¨¢­®áâ¨ (�; �) = −(�; �) ¨ â®¦¤¥áâ¢  �ª®¡¨J(�; �; 
) = ((�; �); 
) + ((�; 
)�) + ((
; �); �) = 0: (23)�á«¨ à á¯à®áâà ­¨âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ (21) ­  ¯à®¨§¢®«ì­ë¥, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ­¥§ ¬ª­ãâë¥,¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ 1-ä®à¬ë, â® ¤«ï ­¥§ ¬ª­ãâëå 1-ä®à¬ â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨ ­¥ ¢ë¯®«­ïÄ¥âáï, J(�; �; 
) 6≡ 0. Ǳ®íâ®¬ã ®¡®¡é¥­¨¥  «£¥¡àë Ǳã áá®­ , â.¥. ¯à®áâà ­áâ¢® ¤¨ää¥Äà¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬ �1(M) á â ª®© ¡¨«¨­¥©­®© ®¯¥à æ¨¥©, ­¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �¨.� àï¤¥ à ¡®â [10, 9] à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  ­  ­¥§ ¬ª­ãâë¥¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë, ª®â®à®¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨. � íâ®¬ á«ãç ¥



222 �.�. ������� «£¥¡à  Ǳã áá®­  ­¥§ ¬ª­ãâëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �¨. � Ä¯à¨¬¥à, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì áª®¡ªã Ǳã áá®­  ¤¢ãå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬� = ak(z)dzk ¨ � = bk(z)dzk ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M;!) ª ª 1-ä®à¬ã(�; �), § ¤ ¢ ¥¬ãî ¯à ¢¨«®¬ [10](�; �) = d	(�; �) + 	(d�; �) + 	(�; d�): (24)�â  áª®¡ª  Ǳã áá®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¨ â®¦¤¥áâ¢ã �ª®Ä¡¨ (23). Ǳ®íâ®¬ã  «£¥¡à  Ǳã áá®­  ­¥§ ¬ª­ãâëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ á® áª®¡ª®©¢¨¤  (24) ï¢«ï¥âáï «¨¥¢®©  «£¥¡à®©.4.2. �¥§ ¬ª­ãâë¥ä®à¬ë¨¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ á¨áâ¥¬ë. � ¬¥â¨¬, çâ® ­¥£ ¬¨«ìÄâ®­®¢®áâì ¨ ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á¢ï§ ­ë á® á¢®©áâ¢ ¬¨ ­¥Ä§ ¬ª­ãâëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬.�«¥¤ãï [9], £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬®© ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬¬­®£®®¡à §¨¨ (M2n; !)¬ë¡ã¤¥¬­ §ë¢ âì ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥X ­ M2n â ª®¥, çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï 1-ä®à¬  iX!§ ¬ª­ãâ .�á«¨ ä®à¬  iX! â®ç­ , â® áãé¥áâ¢ã¥â ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ïH ­ M2n, ­ §ëÄ¢ ¥¬ ï £ ¬¨«ìâ®­¨ ­®¬ á¨áâ¥¬ë, â ª ï, çâ® iX! = −dH .�§¢¥áâ­®, çâ® á¨áâ¥¬ , § ¤ ¢ ¥¬ ï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ X ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®Ä®¡à §¨¨ (M2n; !), ï¢«ï¥âáï £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «¨¥¢ ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î ®â á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©ä®à¬ë à ¢­  ­ã«î,LX! = 0, £¤¥LX = diX + iXd { «¨¥¢  ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«îX .�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®ç¥¢¨¤­®¥�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �¨áá¨¯ â¨¢­®© (­¥£ ¬¨«ìâ®­®¢®©) á¨áâ¥¬®© ­  á¨¬¯«¥ªÄâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M2n; !) ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥X ­ M2n â ª®¥, çâ® ¤¨äÄä¥à¥­æ¨ «ì­ ï 1-ä®à¬  iX! ­¥§ ¬ª­ãâ .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥­¨¥ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡àë ­¥§ ¬ª­ãâëå ¤¨ää¥à¥­æ¨Ä «ì­ëå ä®à¬ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¯®§¢®«ï¥â ®¯¨áë¢ âì á¢®©áâ¢ ª« áá¨ç¥áª¨å ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨.4.3. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  Ǳã áá®­  ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬. �«ï®¯¨á ­¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ¯à¥¤« £ ¥âáï ®¡®¡é¨âì  «£¥¡àã Ǳã áÄá®­  P1. �¯à¥¤¥«¨¬ ¡¨«¨­¥©­ãî ®¯¥à æ¨î ­  �1(M).�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.2. �¡®¡é¥­­®© áª®¡ª®© Ǳã áá®­  ¤«ï ¤¢ãå 1-ä®à¬ � ¨ � ­ Ä§ë¢ ¥âáï â®ç­ ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï 1-ä®à¬  [�; �], ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¯® ¯à ¢¨«ã[�; �] = d	(�; �) = d!(X�; X�): (25)� ­­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®«ãç ¥âáï ¯àï¬ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  (21) ­  ­¥§ ¬Äª­ãâë¥ ä®à¬ë. �ª®¡ª  Ǳã áá®­  (25) ¤«ï ­¥§ ¬ª­ãâëå 1-ä®à¬ ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦Ä¤¥áâ¢ã �ª®¡¨, J [�; �; 
] = [[�; �]; 
]+ [[�; 
]; �]+ [[
; �]; �]

6≡ 0:Ǳ®íâ®¬ã ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à Ǳã áá®­ P ∗1 ­¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®©�¨. �®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï § ¬ª­ãâëå 1-ä®à¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, § ¬ª­ãâë¥ 1-ä®à¬ë ®¯à¥¤¥«ïîâ



��������� �����Ǳ������� �������. IV 223 «£¥¡àã �¨, ª®â®à ï ¥áâì  «£¥¡à  Ǳã áá®­  P1. � à¥§ã«ìâ â¥ ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  ǱãÄ áá®­  P ∗1 á®¤¥à¦¨â ¯®¤ «£¥¡àã, ï¢«ïîéãîáï  «£¥¡à®© Ǳã áá®­ . �¡®¡é¥­­ ï áª®¡ª Ǳã áá®­  ¤¢ãå ­¥§ ¬ª­ãâëå 1-ä®à¬ ¥áâì § ¬ª­ãâ ï 1-ä®à¬ , ¯®íâ®¬ã ¯®¤ «£¥¡à  P1ï¢«ï¥âáï ¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ¨¤¥ «®¬  «£¥¡àë P ∗1 , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â â®ç­ ï ¤¨Ä £à ¬¬ : 0 → P1 → P ∗1 → P ∗1 =P1 → 0:�¡®¡é¥­­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  ¤«ï 1-ä®à¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢ ¬:1)  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨: ∀�; � ∈ P ∗1 [�; �] = −[�; �] ∈ P1;2) â®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨: ∀�; �; 
 ∈ P1 J [�; �; 
] = 0;3) ­¥«¨¥¢®áâ¨: ∀�; �; 
 ∈ P ∗1 J [�; �; 
] 6≡ 0;4) ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨: ∀�; �; 
 ∈ P ∗1 [a�+ b�; 
] = a[�; 
] + b[�; 
], £¤¥ a ¨ b { ¤¥©áâÄ¢¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« .�¥£ª® ¤®ª § âì á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.�¥®à¥¬  4.1. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  Ǳã áá®­  ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®© «£¥¡à®©, â.¥. ®¡®¡é¥­­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  (25) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î  ­â¨Äª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ [�; �] = 0 ¨ ¬ï£ª®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨:J[[�; �]; [
; Æ]; [�; �]] = 0: (26)� ª¨¬ ®¡à §®¬, áâàãªâãà  ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡àë, ª®â®à ï ­¥ ï¢«ï¥âáï  «£¥¡Äà®© �¨, ¥áâ¥áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå 1-ä®à¬ �1(M)­  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨M . �®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢   «£¥¡à  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëåä®à¬ ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬  «£¥¡àë �¨ § ¬ª­ãâëå ä®à¬ ¨ á®¤¥à¦¨â ¤ ­­ãî  «£¥¡àã�¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¢®¥© ¯®¤ «£¥¡àë (¨¤¥ « ).4.4. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  Ǳã áá®­  ¤«ï ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �­ «®£¨ç­®  «Ä£¥¡à¥ Ǳã áá®­  ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ä®à¬ ¬®¦­® ®¡®¡é¨âì  «£¥¡àã Ǳã áá®­  ¤«ï¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �¢¥¤¥¬�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.3. �¡®¡é¥­­®© áª®¡ª®©Ǳã áá®­ ¤«ï¤¢ãå ¢¥ªâ®à­ëå¯®«¥©X¨ Y ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ {X;Y }, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã
{X;Y } = Zd!(X;Y ); (27)£¤¥ d!(X;Y ) = d	(iX!; iY !),   Z� { ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨Ä «ì­®© 1-ä®à¬¥ � ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã: iZ�! = �.�§¢¥áâ­® [9], çâ® ¥á«¨ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«ï¬X ¨ Y á®®â¢¥âáâ¢ãîâ § ¬ª­ãâë¥ ¤¨ää¥à¥­Äæ¨ «ì­ë¥ ä®à¬ë, â.¥. d(iX!) = d(iX!) = 0, â® ®¡®¡é¥­­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  ¤«ï íâ¨å¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© á®¢¯ ¤ ¥â á ª®¬¬ãâ â®à®¬: {X;Y } = −[X;Y ]. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â®¦¤¥áâ¢ ¬¨ZiX! = X ¨ d!(X;Y ) = −i[X;Y ]! − iY d(iX!) + iXd(iY !); (28)£¤¥ [X;Y ] = XY − Y X { ª®¬¬ãâ â®à. �®£¤  «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á®®â­®è¥­¨¥

{X;Y } = Zd!(X;Y ) = Zi[X;Y ]! = −[X;Y ]: (29)



224 �.�. �������� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ®¡®¡é¥­­ëå áª®¡®ª Ǳã áá®­  ¨ ª®¬¬ãâ â®à®¢ ¢¥ªâ®àÄ­ëå ¯®«¥© ¨¬¥¥â ¢¨¤
{X;Y } = −[X;Y ]− Z�(X;Y ); (30)£¤¥ �(X;Y ) = iY d(iX!)− iXd(iY !).�®¦­® ã¢¨¤¥âì, çâ® â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨ ¤«ï ®¡®¡é¥­­ëå áª®¡®ª Ǳã áá®­  ¢¥ªâ®à­ëå¯®«¥© ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, J{X;Y; Z} 6≡ 0. �¤­ ª® â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ¢¥ªÄâ®à­ëå¯®«¥©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ 1-ä®à¬ëª®â®àëå § ¬ª­ãâë. � ª¨¥¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ®¯à¥¤¥«ïîâ «¨¥¢ã  «£¥¡àã, ª®â®à ï ¥áâì  «£¥¡à  Ǳã áá®­  á ª®¬¬ãâ Äâ®à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡¨«¨­¥©­®© ®¯¥à æ¨¨. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥à­  á«¥¤ãîé ï�¥®à¥¬  4.2. �¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  Ǳã áá®­  ¤«ï ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ï¢«ï¥âáïª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡à®©, â.¥. ®¡®¡é¥­­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  (27) ã¤®¢«¥â¢®Äàï¥â ãá«®¢¨î  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ {X;Y } = −{Y;X} ¨ ¬ï£ª®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã�ª®¡¨ J{

{X;Y }; {Z;K}; {L; F}
}= 0.� ª¨¬ ®¡à §®¬, áâàãªâãà  ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡àë ¥áâ¥áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢  ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© T (M). �â   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬  «£¥¡àë�¨ ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥© ¨ á®¤¥à¦¨â ¤ ­­ãî «¨¥¢ã  «£¥¡àã ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¢®¥© ¯®¤ «£¥¡àë(¨¤¥ « ). � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 4.1 ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ­¥§ ¬ª­ãâë¬¤¨äÄä¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ä®à¬ ¬, ®¯¨áë¢ îâ ª« áá¨ç¥áª¨¥ ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ á¨áâ¥¬ë. Ǳ®íâ®¬ãá¢®©áâ¢  ¯®áâà®¥­­®© ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®©  «£¥¡àë á¢ï§ ­ë á® á¢®©áâ¢ ¬¨ ª« áá¨ç¥áÄª¨å ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬.5. �������������������¤¥« ¥¬ ­¥áª®«ìª® § ¬¥ç ­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ¤àã£®£® ¯à¨¬¥à  ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢®© «£¥¡àë. �§¢¥áâ­®, çâ® ­ ¡«î¤ ¥¬ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¢ ª¢ ­â®¢®© â¥®à¨¨ ¬®¦­® ®¯¨áë¢ âì¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨. �¥áª®­¥ç­ë¥ ¬ âà¨æë ¢ ª¢ ­â®¢®© ¬¥å ­¨ª¥ £ ¬¨«ìâ®­®¢ëåá¨áâ¥¬ ¤®«¦­ëã¤®¢«¥â¢®àïâì ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë¬á®®â­®è¥­¨ï¬�¥©§¥­¡¥à£ . �à®¬¥ â®Ä£®, ­  ­¨å ­ ª« ¤ë¢ ¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ ¢¨¤¥ â®¦¤¥áâ¢  �ª®¡¨, çâ® ¯à¨¢®Ä¤¨â ª  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ. Ǳ®íâ®¬ã ¤«ï ®¯¨á ­¨ï ª¢ ­â®¢ëå £ ¬¨«ìÄâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬ ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¬ âà¨æë �¨«ì¡¥àâ . �«ï à¥è¥­¨ï¯à®¡«¥¬ ª¢ ­â®¢®£® ®¯¨á ­¨ï ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¯¥à Äâ®àë, ª®â®àë¥ ­ àãè îâ â®¦¤¥áâ¢® �ª®¡¨, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª ®âª §ã ®â á¢®©áâ¢   áá®æ¨Ä â¨¢­®áâ¨ ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íâ¨¬ ®¯¥à â®à ¬.�§¢¥áâ­®, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ã¬­®¦¥­¨¥ ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ ­¥  áá®æ¨ â¨¢­®,(AB)C 6≡ A(BC) ¨«¨ ∞
∑l=1 ( ∞

∑k=1aikbkl)clj 6≡ ∞
∑k=1 aik( ∞

∑l=1 bklclj): (31)�â® «¥£ª® ¯®ª § âì ­  á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥ [11]. Ǳãáâì akl = ckl = 1 ¤«ï «î¡ëå k ¨ l ¨¢¥à­® ­¥à ¢¥­áâ¢®
∞
∑l=1 ( ∞

∑k=1 bkl) 6≡

∞
∑k=1( ∞

∑l=1 bkl); (32)â®£¤  (AB)C 6≡ A(BC), ¨¡® (AB)C ¨A(BC) à ¢­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áÄâï¬ (32). � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¬ âà¨æë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î (32), ¬®¦­® ¢§ïâì



��������� �����Ǳ������� �������. IV 225¬ âà¨æã (bkl), ¢ ª®â®à®©bkl = (k − l)2k+l−2 (k + l − 3)!(k − 1)(l − 1) (k > 1; l > 1);bk1 = 2−(k−1) (k > 1); b1l = −2−(l−1) (l > 1); b11 = 0:� íâ®¬ á«ãç ¥
∞
∑l=1( ∞

∑k=1 bkl) = 1; ∞
∑k=1( ∞

∑l=1 bkl) = −1:� ¯®¬­¨¬, çâ® ¡¥áª®­¥ç­ ï ¬ âà¨æ  A = (apq) ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© �¨«ì¡¥àâ , ¥á«¨áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ A(x; y) = ∞
∑p=1 ∞

∑q=1 xpapqyq;ª ª ¢­ãâà¥­­¨© ¯à¥¤¥« ­  ¥¤¨­¨ç­®© £¨¯¥àáä¥à¥ [11].�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.1. � âà¨æ¥© �¨«ì¡¥àâ  ­ §ë¢ ¥âáï ¡¥áª®­¥ç­ ï ¬ âà¨æ A = (apq), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¨ «î¡®© ¯ àë x = (xp) ¨ y = (yq) ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®Äà®¢, ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î
∞
∑p=1 |xp|2 = ∞

∑q=1 |yq |2 = 1;áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® A(x; y), ­¥ § ¢¨á¨¬®¥ ®â ", ¨ ¤¢  ç¨á« M(") ¨N(") â ª¨¥, çâ®
∣

∣

∣

∣

A(x; y)− m
∑p=1 n

∑q=1xpapqyq∣∣∣∣ < "¢áïª¨© à §, ª®£¤ m > M(") ¨ n > N(").�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¤¢ãå ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ A = (apq) ¨ B = (bpq) ¨§áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï AB ­¥ á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï BA. � ¯à¨Ä¬¥à, ¥á«¨ aij = 0 (j > 1), â®(BA)ij = ∞
∑k=1 aikbkj = 0 (j > 1); (BA)ij = ∞

∑k=1 aikbk1 (j = 1):�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® BA ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ àï¤ë ∑

∞k=1 aikbk1 à áå®¤ïâáï.�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¥¥�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.2. �¨áá¨¯ â¨¢­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ ­ §ë¢ îâáï ¡¥áª®­¥ç­ë¥¬ âÄà¨æë, ¤«ï ª®â®àëå ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï íâ¨å ¬ âà¨æ ¤àã£ ­  ¤àã£  ¨ ª®¬Ä¬ãâ â®à ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¤¢ãå ¬ âà¨æ A = (apq) ¨ B = (bpq) à ¢¥­ ­¥ª®â®à®© ¬ âà¨æ¥�¨«ì¡¥àâ H = (hpq), â.¥. AB −BA = H .�¨¤­®, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ ¬ âà¨æë ­¥ ï¢«ïîâáï  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ ¨­¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¦¤¥áâ¢ã �ª®¡¨. �¤­ ª® ¢¥à­ 



226 �.�. ��������¥®à¥¬  5.1. �¨áá¨¯ â¨¢­ë¥ ¬ âà¨æë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¬ï£ª®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã�ª®¡¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡à §ãîâ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢ã  «£¥¡àã.�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á¢®©áâ¢®¬ áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ¬ âà¨æ �¨«ì¡¥àâ  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ ïª®¡¨ ­  ç¥à¥§  áá®æ¨ â®àë, ¨áÄ¯®«ì§®¢ ­­ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 4.2.Ǳ®áª®«ìªã áã¬¬  ¨ à §­®áâì ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå ¬ âà¨æ ï¢«ïîâáï ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¬¨ ¬ âÄà¨æ ¬¨, â® ¢ë¯®«­ï¥âáï § ª®­¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨¤«ï íâ¨å¬ âà¨æ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®­¨®¡à §ãîâ­¥ª®â®àãî «£¥¡àã. � á¨«ã â®£® çâ®¤«ïª®¬¬ãâ â®à®¢ ¤ ­­ëå¬ âà¨æ ¢ë¯®«Ä­¥­® ãá«®¢¨¥  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¨¬ï£ª®¥ â®¦¤¥áâ¢®�ª®¡¨,¤¨áá¨¯ â¨¢­ë¥¬ âà¨æë®¡à §ãîâ ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢ã.� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¡¥áª®­¥ç­ëå ¬ âà¨æ ¯à ¢¨«® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨ ­¥¨¬¥¥â ¬¥áâ . �â® ®¡ãá«®¢«¥­® â¥¬, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ A(B + C) ¬®¦¥â áãé¥áâ¢®¢ âì, ¢â® ¢à¥¬ï ª ªAB ¨AC ­¥ áãé¥áâ¢ãîâ. � ¯à¨¬¥à, â ª®© á«ãç © ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¬ âà¨æ(aij), (bij) ¨ (cij), £¤¥ aij = 1, bij = di + 1, cij = di − 1 ¤«ï «î¡®£® j, ¨ àï¤ ∑

∞i=1 diáå®¤¨âáï.� ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£¥¡àë ­¥ª®â®àëå ¡¥áª®­¥ç­ëå¬ âà¨æ ­¥ ï¢«ïîâáï  áá®æ¨ â¨¢­ëÄ¬¨, çâ® ¯®§¢®«ï¥â áâà®¨âì  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¥­¥«¨¥¢ë  «£¥¡àë. �«ï ®¯¨á ­¨ï í¢®«îÄæ¨¨ ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬, ¢¨¤¨¬®, ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ­¥ áá®æ¨ â¨¢­ë¥¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¬ âà¨æë, ª®¬¬ãâ â®àë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨¬ âà¨æ ¬¨ (­ ¯à¨¬¥à, ¬ âà¨æ ¬¨ �¨«ì¡¥àâ ). �¤­ ª® ®¯¨á ­¨¥ á¢®©áâ¢ â ª¨å ¡¥áª®Ä­¥ç­ëå ­¥ áá®æ¨ â¨¢­ëå ¬ âà¨æ ï¢«ï¥âáï ¢ ­ áâ®ïé¨© ¬®¬¥­â ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á®¬.6. �����������ä®à¬ã«¨àã¥¬ ®á­®¢­ë¥ ¢ë¢®¤ë.1. �«ï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® ®¯¨á ­¨ï ¤¨­ ¬¨ª¨ ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå (­¥£ ¬¨«ìÄâ®­®¢ëå) á¨áâ¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ®âª § âìáï ®â â®¦¤¥áâ¢ �ª®¡¨ ¨ à áá¬ âà¨¢ âì  ­â¨ª®¬Ä¬ãâ â¨¢­ë¥ ­¥«¨¥¢ë  «£¥¡àë.2. �­ «®£®¬  «£¥¡àë�¨ ¤«ï ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ ­âÄ­® «¨¥¢   «£¥¡à  ( «£¥¡à  � «ï), â.¥.  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  «£¥¡à , ª®¬¬ãâ â®àë ª®â®Äà®© ¯®à®¦¤ îâ «¨¥¢ã ¯®¤ «£¥¡àã (¨«¨, ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,  «£¥¡à , ª®¬¬ãâ ­â ª®â®à®©ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �¨).3. �­ «®£®¬ £àã¯¯ë �¨ ¤«ï ª¢ ­â®¢ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï «ã¯  � «ï,â.¥. «ã¯ , ª®¬¬ãâ ­â ª®â®à®© ¥áâì  áá®æ¨ â¨¢­ ï ¯®¤«ã¯  (£àã¯¯ ).Ǳ¥à¥ç¨á«¨¬ ¯à¨¬¥àë ª®¬¬ãâ ­â­® «¨¥¢ëå  «£¥¡à, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥:1) ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à  �¥©§¥­¡¥à£ {�¥©«ï (â¥®à¥¬  2.1);2) ª®¬¬ãâ â®à­ ï  «£¥¡à ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ ï á ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡à®©(®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.5, â¥®à¥¬  2.2);3) ª á â¥«ì­ ï  «£¥¡à   ­ «¨â¨ç¥áª®© ª®¬¬ãâ ­â­®  áá®æ¨ â¨¢­®© «ã¯ë (®¯à¥¤¥«¥Ä­¨¥ 3.1, â¥®à¥¬  3.1);4) ®¡®¡é¥­­ ï  «£¥¡à Ǳã áá®­  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå1-ä®à¬¨ ¢¥ªâ®à­ëå¯®«¥© (®¯à¥Ä¤¥«¥­¨ï 4.2 ¨ 4.3, â¥®à¥¬ë 4.2 ¨ 4.3);5)  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­ëå ¤¨áá¨¯ â¨¢­ëå ¬ âà¨æ, ª®¬¬ãâ â®àë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï  áÄá®æ¨ â¨¢­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.2, â¥®à¥¬  5.1).�ª § ­­ë¥  «£¥¡àë á¢ï§ ­ë á ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ ¨ ª¢ ­â®¢ë¬¨ ­¥£ ¬¨«ìâ®­®¢ë¬¨ (¤¨áÄá¨¯ â¨¢­ë¬¨) á¨áâ¥¬ ¬¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨­â¥à¥á­ë ­¥ â®«ìª® á ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©, ­®



��������� �����Ǳ������� �������. IV 227¨ á ä¨§¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï.� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ Ä­¨©, ¯à®¥ªâ ò96-02-16413-a. �¯¨á®ª «¨â¥à âãàë[1] �.�. Ǳ®­âàï£¨­. �¥¯à¥àë¢­ë¥ £àã¯¯ë. 3-¥ ¨§¤. �.: � ãª , 1973.[2] �¡é ï  «£¥¡à . �.1. /�¥¤. �.�. �ª®à­ïª®¢. �.: � ãª , 1990.[3] �.�. � à á®¢. ���. 1997. �. 110. ò 1. �. 73{85.[4] �.�. �¥«®ãá®¢. �á­®¢ë â¥®à¨¨ ª¢ §¨£àã¯¯ ¨ «ã¯. �.: � ãª , 1967.[5] �.�. � «ìæ¥¢. � â. á¡. 1995. �. 36. ò 3. �. 569{573; �§¡à ­­ë¥ âàã¤ë. �.1. �« áá¨ç¥áª ï «£¥¡à . �.: � ãª , 1976. C.340{345.[6] �.�. �¥¢ «ª®¢, �.�. �«¨­ìª®, �.Ǳ. �¥áâ ª®¢, �.�. �¨àè®¢. �®«ìæ , ¡«¨§ª¨¥ ª áá®æ¨ â¨¢­ë¬. �.: � ãª , 1978.[7] R.D. Shafer . An introduction to nonassociative algebras. London{New York: Academic Press,1966.[8] �.�. � à á®¢. ���. 1994. �. 100. ò 3. �. 402{417.[9] �. �®¤¡¨©®­. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï £¥®¬¥âà¨ï ¨  ­ «¨â¨ç¥áª ï ¬¥å ­¨ª . �.: �¨à, 1973.[10] �.�. � à á¥¢, �.Ǳ. � á«®¢. �¥«¨­¥©­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­ . �¥®¬¥âà¨ï ¨ ª¢ ­â®¢ ­¨¥. �.:� ãª , 1991.[11] �. �ãª . �¥áª®­¥ç­ë¥ ¬ âà¨æë ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©. �.: � ãª , 1960.Ǳ®áâã¯¨«  ¢ à¥¤ ªæ¨î 30.IV.1996 £.V.E. TarasovQUANTUM DISSIPATIVE SYSTEMS. IV. ANALOGOF LIE ALGEBRA AND LIE GROUPThe requirement of consistent quantum description of dissipative systems leads to necessity to gobeyondLie algebra and group. In order to describe dissipative (non-Hamiltonian) systems in quantumtheory we need to use non-Lie algebra (algebras for which the Jacoby identity is not satis�ed) andanalytic quasigroups (nonassociative generalization of analytic groups). We prove that this analog isa commutant Lie algebra (an algebra, the commutant of which is a Lie subalgebra) and a commutantassociative loop (a loop, commutators of which form an associative subloop (group)). We prove thatthe tangent algebra of ananalytic commutant associative loop (Valya loop) is a commutantLie algebra(Valya algebra). Examples of commutant Lie algebras are considered.


