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Предложено обобщение квантового марковского уравнения для наблюдае-
мых. В этом обобщенном уравнении используется супероператор, который яв-
ляется дробной степенью вполне диссипативного супероператора. Доказано,
что введенные дробные степени супероператора являются инфинитезимальны-
ми генераторами вполне положительных полугрупп. Описаны свойства этих
полугрупп. Предлагаемое дробное квантовое марковское уравнение решается
для гармонического осциллятора с линейным трением. Показатель дробной сте-
пени марковского супероператора может рассматриваться как параметр, опи-
сывающий меру экранирования окружения квантовой системы: при α = 0 –
отсутствие влияния окружения на систему; при α = 1 – полное влияние окру-
жения; при 0 < α < 1 – степенное экранирование окружения.

Ключевые слова: дробные степени операторов, квантовые негамильтоновы системы,
квантовое марковское уравнение, вполне положительные полугруппы.

1. ВВЕДЕНИЕ

Дробный математический анализ возник в 1695 г., когда производная порядка
α = 1/2 была описана Лейбницем [1]–[3]. Производные и интегралы нецелого по-
рядка изучались в работах Лейбница, Лиувилля, Грюнвальда, Летникова, Римана.
К настоящему времени написано много книг о дробном исчислении и дробных диф-
ференциальных уравнениях [1], [2], [4]–[8]. Производные и интегралы нецелого по-
рядка и дробные интегродифференциальные уравнения находят различные приме-
нения в современной физике (см., например, монографии [9]–[12] и обзоры [13]–[16]).

В квантовой механике наблюдаемые задаются самосопряженными операторами.
Динамика квантовой системы описывается супероператорами. Супероператор – это
отображение, которое сопоставляет одному оператору некоторый другой оператор.

Движение системы естественно описывать в терминах ее инфинитезимальных из-
менений. Уравнение квантовой наблюдаемой называется уравнением Гейзенберга.
Для квантовых гамильтоновых систем инфинитезимальный супероператор опре-
деляется некоторой формой дифференцирования. Дифференцирование является
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линейным отображением L, которое удовлетворяет правилу Лейбница L(AB) =
(LA)B + A(LB) для любых операторов A и B. Дробная производная может быть
определена как дробная степень производной (см., например, [17]). Известно, что
инфинитезимальный генератор L = 1/(i~)[H, · ], который используется для гамиль-
тоновых систем, является дифференцированием квантовых наблюдаемых. В ста-
тье [18] рассматривается дробное дифференцирование на множестве квантовых на-
блюдаемых как дробная степень Lα операции дифференцирования L = 1/(i~)[H, · ].
В результате было получено дробное обобщение уравнения Гейзенберга. Это поз-
волило обобщить понятие квантовой гамильтоновой системы. Заметим, что дроб-
ное обобщение классических гамильтоновых систем было предложено в статье [19]
(см. также [20]). В общем случае квантовые системы являются негамильтоновы-
ми, а супероператор L не является оператором дифференцирования. Для широкого
класса квантовых систем инфинитезимальный генератор L является вполне дис-
сипативным [21]–[24]. В связи с этим интересно рассмотреть дробное обобщение
уравнений движения квантовых негамильтоновых систем, использующее дробную
степень вполне диссипативного супероператора.

Наиболее общим изменением состояния квантовой негамильтоновой системы яв-
ляется квантовая операция [25]–[31]. Можно описать квантовую операцию для кван-
товой системы, начиная с унитарной эволюции некоторой закрытой гамильтоновой
системы, если квантовая система является частью этой закрытой системы [32], [33].
Однако могут возникать случаи, когда трудно или невозможно найти гамильто-
нову систему, которая включает в себя данную квантовую систему. В результате
теорию квантовых негамильтоновых систем можно рассматривать как фундамен-
тальное обобщение квантовой механики гамильтоновых систем [21]–[24]. Квантовые
операции, которые описывают динамику негамильтоновых систем, могут рассматри-
ваться как действительные вполне положительные сохраняющие след супероперато-
ры на некотором операторном пространстве. Эти супероператоры образуют вполне
положительную полугруппу. Инфинитезимальный генератор этой полугруппы яв-
ляется вполне диссипативным супероператором. Проблемы динамики негамильто-
новых систем связаны с получением явного вида инфинитезимального генерато-
ра, что, в свою очередь, связано с проблемой нахождения наиболее общего явного
вида такого супероператора. Эта проблема была исследована в работах [34]–[36].
В настоящей работе рассматриваются супероператоры, которые являются дробны-
ми степенями вполне диссипативных супероператоров. Доказывается, что предла-
гаемые супероператоры являются инфинитезимальными генераторами вполне по-
ложительных полугрупп. Квантовые марковские уравнения с вполне диссипатив-
ными супероператорами являются наиболее общим видом марковского уравнения,
описывающего неунитарную эволюцию оператора плотности, сохраняющую след и
являющуюся вполне положительной. Мы рассматриваем дробное обобщение это-
го квантового марковского уравнения, которое решается для случая гармониче-
ского осциллятора с трением. Можно предположить, что другие решения и свой-
ства, описанные в статьях [37]–[45], также могут быть рассмотрены для дробных
обобщений квантового марковского уравнения и уравнения Горини–Коссаковского–
Сударшана [34], [35].
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Показатель дробной степени инфинитезимального генератора может рассматри-
ваться как параметр, описывающий меру экранирования окружающей среды. Ис-
пользуя представление взаимодействия для квантового марковского уравнения, мы
рассматриваем дробную степень негамильтоновой части инфинитезимального гене-
ратора с показателем α. В пределе α → 0 получается уравнение Гейзенберга для
гамильтоновых систем. В случае α = 1 получается обычное квантовое марковское
уравнение. В результате можно выделить следующие случаи: 1) отсутствие вли-
яния окружающей среды (α = 0); 2) полное влияние окружающей среды (α = 1);
3) степенное экранирование влияния окружающей среды (0 < α < 1). Физиче-
ская интерпретация дробного квантового марковского уравнения может быть свя-
зана с существованием некоторого экранирования окружающей среды и ее влияния.
Квантовые вычисления посредством квантовых операций над смешанными состоя-
ниями [30] могут контролироваться с помощью этого параметра. Полагаем, что су-
ществуют стационарные состояния открытых квантовых систем [37], [40], [45]–[49],
которые зависят от этого параметра. Отметим, что можно рассматривать кван-
товую динамику с низкой степенью фрактальности с помощью обобщения метода,
предложенного в статье [50] (см. также [51], [52]).

В разделе 2 кратко обсуждаются супероператоры на операторном гильбертовом
пространстве и квантовые операции, вводятся необходимые обозначения. В раз-
деле 3 определяется дробная степень супероператора. В разделе 4 предлагается
дробное обобщение квантового марковского уравнения. В разделе 5 описываются
свойства дробной полугруппы. В разделах 6 и 7 решаются дробные уравнения,
описывающие квантовые гармонические осцилляторы с трением и без трения.

2. СУПЕРОПЕРАТОР И КВАНТОВЫЕ ОПЕРАЦИИ

Квантовые теории состоят из двух частей: кинематической структуры, описы-
вающей начальные состояния и наблюдаемые системы, и динамической структу-
ры, описывающей изменение этих состояний и наблюдаемых с течением времени.
В квантовой механике состояния и наблюдаемые могут быть заданы операторами.
Динамическое описание квантовой системы задается супероператорами, которые яв-
ляются отображениями множества операторов в себя.

ПустьM – операторное пространство. Обозначим черезM∗ пространство, дуаль-
ное к M, т.е. M∗ – множество всех линейных функционалов на M. Классическими
обозначениями для элементов пространства M являются |B) и B. Символами (A|
и ω мы будем обозначать элементы M∗. По теореме Рисса–Фреше любой линей-
ный непрерывный функционал ω на операторном гильбертовом пространстве M
имеет вид ω(B) = (A|B) для любого элемента B ∈ M, где |A) есть элемент из M.
Поэтому элемент A может рассматриваться не только как элемент |A) из M, но так-
же и как элемент (A| дуального пространства M∗. Символ (A|B), обозначающий
значение функционала (A| на операторе |B), является графическим объединением
символов (A| и |B).
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Определение 1. Линейным супероператором называется отображение L опера-
торного пространства M в себя, для которого выполняются следующие соотноше-
ния:

L(aA+ bB) = aL(A) + bL(B)

для всех A,B ∈ D(L) ⊂M, где D(L) есть область определения L, и a, b ∈ C.

Супероператор L сопоставляет каждому оператору A ∈ D(L) оператор L(A).

Определение 2. Пусть L – супероператор на операторном пространствеM. Со-
пряженным супероператором для L называется супероператор Λ = L̄ на M∗ такой,
что

(Λ(A)|B) = (A|L(B)) (1)

для любого B ∈ D(L) ⊂M и A ∈ D(Λ) ⊂M∗.

Пусть M – операторное гильбертово пространство, а L – супероператор на M.
Тогда (A|B) = Tr[A†B] и соотношение (1) принимает вид

Tr
[
(Λ(A))†B

]
= Tr

[
A†L(B)

]
.

Если M – операторное гильбертово пространство, то по теореме Рисса–Фреше M
и M∗ изоморфны и можно определить самосопряженные супероператоры.

Определение 3. Самосопряженным называется супероператор L на оператор-
ном гильбертовом пространстве M, для которого выполняется соотношение
(L(A)|B) = (A|L(B)) для всех A,B ∈ D(L) ⊂M и D(L) = D(L̄).

Пусть M – нормированное операторное пространство. Супероператор L назы-
вается ограниченным, если ∥L(A)∥M 6 c∥A∥M для некоторой константы c и всех
A ∈M. Величина

∥L∥ = sup
A̸=0

∥L(A)∥M
∥A∥M

называется нормой супероператора L. Если M – нормированное пространство и су-
пероператор L является ограниченным, то ∥L̄∥ = ∥L∥.

В квантовой теории важную роль играет класс действительных супероператоров.

Определение 4. Пусть M – операторное пространство, A† – оператор, сопря-
женный к A ∈ M. Действительным называется супероператор L на M такой,
что [

L(A)
]† = L(A†)

для любого A ∈ D(L) ⊂M и A† ∈ D(L).

Если L – действительный супероператор, то супероператор Λ = L̄ тоже дей-
ствительный. Если L – действительный супероператор, а A – самосопряженный
оператор, A† = A ∈ D(L), то оператор B = L(A) тоже самосопряженный. Таким
образом, супероператоры на множестве квантовых наблюдаемых M должны быть
действительными. Динамика квантовых систем должна описываться действитель-
ными супероператорами.
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Определение 5. Неотрицательным супероператором называется отображе-
ние L на M такое, что L(A2) > 0 для любого A2 = A†A ∈ D(L) ⊂ M. Положи-
тельным супероператором называется отображение L на M такое, что L является
неотрицательным и L(A) = 0 тогда и только тогда, когда A = 0.

Обозначим черезM операторную алгебру. Левым супероператором, соответству-
ющим оператору A ∈ M, называется супероператор LA на M такой, что LA(C) =
AC для любого C ∈ M. Можно рассматривать LA как умножение слева на опера-
тор A. Правым супероператором, соответствующим A ∈ M, называется суперопе-
ратор RA на M такой, что RA(C) = CA для любого C ∈M.

Наиболее общее изменение состояния квантовой системы называется квантовой
операцией [25]–[30]. Квантовая операция описывается супероператором Ê , являю-
щимся отображением на множестве операторов плотности. Если ρ – оператор плот-
ности, то Ê(ρ) тоже должен быть оператором плотности. Любой оператор плотности
ρt = ρ(t) является самосопряженным (ρ†t = ρt), положительным (ρt > 0) оператором
с единичным следом (Tr ρt = 1). Таким образом, для того чтобы супероператор Ê
являлся квантовой операцией, необходимо выполнение следующих условий.

1. Супероператор Ê является действительным супероператором, т.е. (Ê(A))† =
Ê(A†) для любого A. Действительный супероператор Ê отображает самосопряжен-
ный оператор ρ в самосопряженный оператор Ê(ρ): (Ê(ρ))† = Ê(ρ).

2. Супероператор Ê является положительным супероператором, т.е. Ê отображает
положительные операторы в положительные: Ê(A2) > 0 для любого A ̸= 0 или
Ê(ρ) > 0.

3. Супероператор Ê является отображением, сохраняющим след, т.е. (I|Ê |ρ) =
(Ê†(I)|ρ) = 1 или Ê†(I) = I.

Кроме того, предположим, что супероператор Ê не только положительный, но
и вполне положительный [53]. Супероператор Ê называется вполне положительным
отображением операторного пространства M в себя, если

n∑
k=1

n∑
l=1

B†kÊ(A†kAl)Bl > 0

для любых операторов Ak, Bk ∈M и любых целых n.
Пусть супероператор Ê является выпуклым линейным отображением на множе-

стве операторов плотности, т.е.

Ê
(∑

s

λsρs

)
=
∑

s

λsÊ(ρs),

где 0 < λs < 1 для всех s и
∑

s λs = 1. Любое выпуклое линейное отображение
операторов плотности может быть единственным образом продолжено до линейного
отображения самосопряженных операторов. Заметим, что любой линейный вполне
положительный супероператор может быть представлен в виде

Ê =
m∑

k=1

L̂Ak
R̂A†

k
, Ê(ρ) =

m∑
k=1

AkρA
†
k.
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Если этот супероператор сохраняет след, то
m∑

k=1

A†kAk = I.

Поскольку все процессы происходят во времени, естественно рассматривать кван-
товые операции Ê(t, t0), зависящие от времени. Пусть линейные супероператоры
Ê(t, t0) образуют вполне положительную квантовую полугруппу [54] такую, что

d

dt
Ê(t, t0) = Λ̂tÊ(t, t0), (2)

где Λ̂t является инфинитезимальным генератором этой полугруппы [24], [36], [54].
Эволюция оператора плотности ρ описывается соотношением

Ê(t, t0)ρ(t0) = ρ(t).

Мы будем рассматривать квантовые операции Ê(t, t0) с инфинитезимальными гене-
раторами Λ̂ такими, что сопряженные супероператоры L являются вполне диссипа-
тивными, т.е.

L(AkAl)− L(Ak)Al −AkL(Al) > 0

для всех A1, . . . , An ∈ D(L) таких, что AkAl ∈ D(L). Такой супероператор L опи-
сывает динамику наблюдаемых негамильтоновой квантовой системы. Вполне дис-
сипативным супероператором является инфинитезимальный генератор вполне по-
ложительной полугруппы

{
Φt | t > 0

}
, сопряженной к полугруппе

{
Êt | t > 0

}
, где

Êt = Ê(t, 0).

3. ДРОБНАЯ СТЕПЕНЬ СУПЕРОПЕРАТОРА

Пусть L – линейный замкнутый супероператор с везде полной областью опреде-
ления D(L), имеющий резольвенту R(z,L) на отрицательной полуоси и удовлетво-
ряющий условию ∥∥R(−z,L)

∥∥ 6
M

z
, z > 0, M > 0. (3)

Отметим, что
R(−z,L) = (zLI + L)−1.

Супероператор

Lα =
sinπα
π

∫ ∞

0

dz zα−1R(−z,L)L (4)

определен на D(L) для 0 < α < 1, Lα называется дробной степенью суперопе-
ратора L [55], [56]. Отметим, что супероператор Lα допускает замыкание. Если
замкнутый супероператор L удовлетворяет условию (3), то LαLβ = Lα+β для α > 0,
β > 0 и α+ β < 1.

Пусть L – замкнутый производящий супероператор полугруппы
{
Φt | t > 0

}
.

Тогда дробная степень Lα супероператора L задается соотношением

Lα =
1

Γ(−α)

∫ ∞

0

dz z−α−1(Φz − LI),
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которое называется формулой Балакришнана.
Резольвента супероператора Lα может быть найдена с помощью соотношения

R(−z,Lα) = (zLI + Lα)−1 =

=
sinπα
π

∫ ∞

0

dx
xα

z2 + 2zxα cosπα+ x2α
R(−x,L),

которое называется формулой Като. Из нее следует, что выполняется неравенство

∥R(−z,Lα)∥ 6
M

z
, z > 0,

с константой M из неравенства (3) для супероператора L. Из неравенства

∥zR(−z,L)∥ = ∥z(zLI + L)−1∥ 6 M

для всех z > 0 следует, что супероператор z(zLI +L)−1 является равномерно ограни-
ченным в любом секторе комплексной плоскости, заданном соотношением | arg z| 6 φ

для φ, не превышающего некоторого числа π − ψ, 0 < ψ < π. Тогда суперопера-
тор zR(−z,Lα) является равномерно ограниченным в любом секторе комплексной
плоскости таком, что | arg z| 6 φ для φ < π − αψ.

Пусть L – замкнутый производящий супероператор полугруппы
{
Φt | t > 0

}
.

Тогда супероператоры

Φ(α)
t =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Φs, t > 0, (5)

образуют полугруппу, в которой Lα является инфинитезимальным генератором Φ(α)
t .

Соотношение (5) называется формулой Бохнера–Филлипса.
В формуле (5) используется функция

fα(t, s) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
dz esz−tzα

, (6)

где a, t > 0, s > 0, 0 < α < 1. Ветвь функции zα выбрана так, что Re zα > 0 при
Re z > 0. Эта ветвь является однозначной функцией на комплексной z-плоскости
с разрезом вдоль отрицательной части действительной оси. Сходимость этого ин-
теграла очевидна в силу присутствия множителя e−tzα

. Функция fα(t, s) обладает
следующими свойствами.

1. Для любого значения s > 0 функция fα(t, s) неотрицательна: fα(t, s) > 0.
2. Имеет место тождество ∫ ∞

0

ds fα(t, s) = 1.

3. Для t > 0 и x > 0 выполняется соотношение∫ ∞

0

ds e−sxfα(t, s) = e−txα

.
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4. Переходя в формуле (6) к интегрированию по контуру, состоящему из двух
лучей re−iθ и re+iθ, где r ∈ (0,∞) и π/2 6 θ 6 π, получаем соотношение

fα(t, s) =
1
π

∫ ∞

0

dr exp
[
sr cos θ − trα cosαθ

]
sin(sr sin θ − trα sinαθ + θ). (7)

5. Если α = 1/2, то θ = π и

f1/2(t, s) =
1
π

∫ ∞

0

dr e−sr sin t
√
r =

t

2
√
πs3/2

e−t2/(4s),

что является следствием уравнения (7).

4. ДРОБНОЕ КВАНТОВОЕ МАРКОВСКОЕ УРАВНЕНИЕ

Движение системы естественно описывать в терминах ее инфинитезимальных
изменений. Такое изменение может описываться инфинитезимальным генератором.
Одной из проблем негамильтоновой динамики является получение явного вида ин-
финитезимального генератора. Для этого необходимо найти наиболее общий явный
вид этого супероператора. Эта задача была исследована в работах [34]–[36] для
вполне диссипативных супероператоров. Линдблад показал [36], что существует
взаимно однозначное соответствие между вполне положительными непрерывными
по норме полугруппами и вполне диссипативными производящими супероператора-
ми. Структурная теорема Линдблада задает наиболее общий вид вполне диссипа-
тивного супероператора.

Теорема 1. Производящий супероператор LV для вполне положительной со-
храняющей единицу полугруппы

{
Φt = e−tLV | t > 0

}
на операторном простран-

стве M может быть представлен в виде

− LV (A) = − 1
i~

[H,A] +
1
2~

∞∑
k=1

(
V †k [A, Vk] + [V †k , A]Vk

)
, (8)

где H , Vk ,
∑

k V
†
k , V

†
k Vk ∈M.

Заметим, что вид супероператора LV не фиксируется однозначно уравнением (8).
Формула (8) сохраняет свой вид при преобразованиях

Vk → Vk + akI, H → H +
1

2i~

∞∑
k=1

(a∗kVk − akV
†
k ),

где ak – произвольные комплексные числа.
Используя оператор At = Φt(A), где Φt = e−tLV , получаем уравнение

d

dt
At = − 1

i~
[H,At] +

1
2~

∞∑
k=1

(
V †k [At, Vk] + [V †k , At]Vk

)
, (9)

в котором супероператор LV определяется формулой (8). Это уравнение называется
квантовым марковским уравнением для наблюдаемой A.
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Теорема Линдблада задает явный вид уравнений движения при выполнении сле-
дующих ограничений (здесь супероператор ΛV является сопряженным к LV ):

1) LV и ΛV являются ограниченными супероператорами;
2) LV и ΛV являются вполне диссипативными супероператорами.
Результаты Линдблада были обобщены Дэвисом [57] на случай квантовых дина-

мических полугрупп с неограниченными производящими супероператорами.
Рассмотрим квантовое марковское уравнение (9) для наблюдаемой At. Перепи-

шем это уравнение в виде
d

dt
At = −LV (At), (10)

где через LV обозначен марковский супероператор

LV = L−H +
i

2

∞∑
k=1

(
LV †

k
L−Vk

− L−
V †

k

RVk

)
. (11)

Здесь мы используем супероператоры левого умножения LV и правого умноже-
ния RV , определенные соотношениями LV (A) = V A и RV (A) = AV . Суперопе-
ратор L−H является левым лиевым умножением на A таким, что

L−H(A) =
1
i~

[H,A]. (12)

Если все операторы Vk равны нулю, то LV = L−H и из уравнений (10), (11) следу-
ют уравнения Гейзенберга для гамильтоновой системы. В общем случае квантовая
система является негамильтоновой [24].

Получим дробное обобщение квантового марковского уравнения. Для этого опре-
делим дробную степень марковского супероператора LV в виде

− (LV )α =
sinπα
π

∫ ∞

0

dz zα−1R(−z,LV )LV , 0 < α < 1. (13)

Супероператор (LV )α называется дробной степенью марковского супероператора.
Заметим, что (LV )α(LV )β = (LV )α+β для α, β > 0 и α + β < 1. В результате
получаем уравнение

d

dt
At = −(LV )α(At), (14)

в котором t, H/~, Vk/
√

~ являются безразмерными переменными. Это уравнение
будем называть дробным квантовым марковским уравнением.

Если Vk = 0, то уравнение (14) дает дробное уравнение Гейзенберга [18] в виде

d

dt
At = −(L−H)α(At). (15)

Супероператор (L−H)α называется дробной степенью левого лиевого супероперато-
ра (12). Заметим, что это уравнение не может быть представлено в виде

d

dt
At = −L−Hnew

(At) =
i

~
[Hnew, At]
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с некоторым оператором Hnew. Поэтому квантовые системы, которые описывают-
ся уравнением (15), не являются гамильтоновыми системами. Эти системы назо-
вем дробными гамильтоновыми квантовыми системами. Обычные гамильтоновы
квантовые системы могут рассматриваться как специальный класс дробных гамиль-
тоновых квантовых систем. Заметим, что дробное обобщение классических гамиль-
тоновых систем было предложено в статьях [19], [20].

Используя операторы

AU (t) = U(t)AtU
†(t), Wk(t) = U(t)VkU

†(t),

где U(t) = e1/(i~)H , можно записать квантовое марковское уравнение в виде

d

dt
AU (t) = −L̃W (AU (t)). (16)

Супероператор

L̃W =
i

2

∞∑
k=1

(
LW †

k
L−Wk

− L−
W †

k

RWk

)
(17)

описывает негамильтонову часть эволюции. Уравнение (16) является квантовым
марковским уравнением в представлении взаимодействия. Дробное обобщение этого
уравнения имеет вид

d

dt
AU (t) = −(L̃W )α(AU (t)). (18)

Уравнение (18) является дробным квантовым марковским уравнением в представле-
нии взаимодействия. Параметр α может рассматриваться как мера влияния окру-
жающей среды на систему. При α = 1 получаем обычное квантовое марковское
уравнение (16). В пределе α → 0 получается уравнение Гейзенберга для квантовой
наблюдаемой At гамильтоновой системы. Следующие случаи могут рассматривать-
ся в квантовой теории: 1) отсутствие влияния окружающей среды (α = 0); 2) полное
влияние окружающей среды (α = 1); 3) степенное экранирование влияния окруже-
ния (0 < α < 1). Физическая интерпретация дробного уравнения (18) может быть
связана с существованием степенного экранирования воздействия окружающей сре-
ды на квантовую систему.

5. ДРОБНАЯ ПОЛУГРУППА

Если рассматривается задача Коши для уравнения (10), в котором начальное
условие задается в момент времени t = 0 оператором A0, то решение этой задачи
может быть записано в виде At = ΦtA0. Однопараметрические супероператоры Φt

при t > 0 обладают свойствами

ΦtΦs = Φt+s, t, s > 0, Φ0 = LI .

В результате супероператоры Φt образуют полугруппу, а супероператор LV является
производящим супероператором полугруппы

{
Φt | t > 0

}
.
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Рассмотрим задачу Коши для дробного квантового марковского уравнения (14),
в котором начальное условие задается оператором A0. Решение этой задачи может
быть представлено в виде

At(α) = Φ(α)
t A0,

где супероператоры Φ(α)
t , t > 0, образуют полугруппу, которую назовем дробной

полугруппой. Супероператор −(LV )α является производящим супероператором по-
лугруппы

{
Φ(α)

t | t > 0
}
. Рассмотрим некоторые свойства дробной полугруппы{

Φ(α)
t | t > 0

}
.

Супероператоры Φ(α)
t могут быть построены по супероператорам Φt с помощью

формулы Бохнера–Филлипса (5), в которой fα(t, s) определяется формулой (6). Ес-
ли At является решением квантового марковского уравнения (10), то формула (5)
дает решение

At(α) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s)As, t > 0,

дробного квантового марковского уравнения (14).
Линейный супероператор Φ(α)

t является вполне положительным, если∑
i,j

BiΦ
(α)
t (A†iAj)Bj > 0

для любых Ai, Bi ∈ M. Следующая теорема утверждает, что дробная полугруппа
тоже является вполне положительной.

Теорема 2. Если
{
Φt | t > 0

}
является вполне положительной полугруппой

супероператоров Φt на M, то дробные супероператоры Φ(α)
t образуют вполне по-

ложительную полугруппу
{
Φ(α)

t | t > 0
}
.

Доказательство. Формула Бохнера–Филлипса (5) приводит к соотношению∑
i,j

BiΦ
(α)
t (A†iAj)Bj =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)
∑
i,j

BiΦs(A
†
iAj)Bj

для всех t > 0. Используя неравенства∑
i,j

BiΦs(A
†
iAj)Bj > 0, fα(t, s) > 0, s > 0,

получаем ∑
i,j

BiΦ
(α)
t (A†iAj)Bj > 0.

Следствие. Если Φt , t > 0, является неотрицательным однопараметрическим
супероператором, т.е. Φt(A) > 0 при A > 0, то супероператор Φ(α)

t является
неотрицательным, т.е. Φ(α)

t (A) > 0 при A > 0.

Используя формулу Бохнера–Филлипса и свойство fα(t, s) > 0, s > 0, легко до-
казать, что супероператор Φ(α)

t неотрицателен, если Φt, t > 0, является неотрица-
тельным однопараметрическим супероператором. Это следствие может быть также
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доказано, если положить B1 = I, A1 = A, Ai = Bi = 0, i = 2, 3, . . . , в приведенном
доказательстве теоремы.

В квантовой теории наиболее важным является класс действительных операто-
ров. Пусть A† ∈ M∗ является супероператором, сопряженным к A ∈ M. Действи-
тельным супероператором является супероператор Φt на M такой, что (ΦtA)† =
Φt(A†) для любого A ∈ D(Φt) ⊂ M. Квантовая наблюдаемая является самосопря-
женным оператором. Если Φt – действительный супероператор и A – самосопря-
женный оператор (A† = A), то оператор At = ΦtA является самосопряженным, т.е.
(ΦtA)† = ΦtA. Пусть M – множество квантовых наблюдаемых. Супероператоры
на M должны быть действительными, так как квантовая динамика, т.е. эволюция
квантовых наблюдаемых во времени, должна описываться действительными суперо-
ператорами.

Теорема 3. Если Φt является действительным супероператором, то суперо-
ператор Φ(α)

t тоже действительный.

Доказательство. Формула Бохнера–Филлипса приводит к соотношению

(
Φ(α)

t A
)† =

∫ ∞

0

ds f∗α(t, s)(ΦsA)†, t > 0.

Используя уравнение (7), легко показать, что функция f∗α(t, s) = fα(t, s) является
вещественнозначной. Тогда соотношение (ΦtA)† = ΦtA

† приводит к
(
Φ(α)

t A
)† =

Φ(α)
t (A†) для любого A ∈ D

(
Φ(α)

t

)
⊂M.

Если Φt – супероператор на операторном гильбертовом пространстве M, то со-
пряженным супероператором к Φt называется супероператор Êt на M∗ такой, что

(Êt(A)|B) = (A|Φt(B)) (19)

для любого B ∈ D(Φt) ⊂ M и A ∈ M∗. Используя формулу Бохнера–Филлипса,
получаем следующую теорему.

Теорема 4. Если Êt – супероператор, сопряженный к Φt , то супероператор

Ê (α)
t =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Ês, t > 0,

является сопряженным к Φ(α)
t .

Доказательство. Пусть супероператор Êt сопряжен к Φt, т.е. выполняется со-
отношение (19). Тогда

(
Ê (α)

t A|B
)

=
∫ ∞

0

ds fα(t, s)(ÊsA|B) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s)(A|ΦsB) =
(
A|Φ(α)

t B
)
.

Известно, что Êt является действительным супероператором, если суперопера-
тор Φt действительный. Аналогично, если Φ(α)

t является действительным суперопе-
ратором, то супероператор Ê (α)

t действителен.

3 Теоретическая и математическая физика, т. 158, № 2, 2009 г.
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Пусть
{
Êt | t > 0

}
– вполне положительная полугруппа такая, что оператор

плотности ρt = Êtρ0 описывается уравнением

d

dt
ρt = −Λ̂V ρt, (20)

в котором Λ̂V является сопряженным к марковскому супероператору LV . Суперо-
ператор Λ̂V может быть представлен в виде

Λ̂V ρt = − 1
i~

[H, ρt] +
1
~

∞∑
k=1

(VkρtV
†
k − (ρtV

†
k Vk + V †k Vkρt)).

Заметим, что уравнение (20) при Vk = 0 дает уравнение фон Неймана

d

dt
ρt =

1
i~

[H, ρt].

Полугруппа
{
Ê (α)

t | t > 0
}

описывает эволюцию оператора плотности ρt(α) = Ê (α)
t ρ0

с помощью дробного уравнения

d

dt
ρt(α) = −(Λ̂V )αρt(α).

Это уравнение называется дробным квантовым марковским уравнением для опера-
тора плотности. При Vk = 0, получаем уравнение

d

dt
ρt = −(−L−H)αρt,

которое может быть названо дробным уравнением фон Неймана.

6. ДРОБНОЕ УРАВНЕНИЕ
ДЛЯ ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА

Рассмотрим квантовый гармонический осциллятор такой, что

H =
1

2m
P 2 +

mω2

2
Q2, Vk = 0, (21)

где t и P являются безразмерными переменными. Тогда уравнение (14) (см. так-
же уравнение (15)) описывает гармонический осциллятор. При A = Q и A = P

уравнение (14) для α = 1 принимает вид

d

dt
Qt =

1
m
Pt,

d

dt
Pt = −mω2Qt.

Решения этих уравнений хорошо известны:

Qt = Q0 cosωt+
1
mω

P0 sinωt, Pt = P0 cosωt−mωQ0 sinωt. (22)
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Используя эти решения и формулу Бохнера–Филлипса, можно получить решения
дробных уравнений

d

dt
Qt = −(L−H)αQt,

d

dt
Pt = −(L−H)αPt, (23)

где H задано в (21). Решения дробных уравнений (23) имеют вид

Qt(α) = Φ(α)
t Q0 =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Qs, Pt(α) = Φ(α)
t P0 =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Ps. (24)

Подстановка (22) в (24) дает уравнения [18]

Qt = Q0Cα(t) +
1
mω

P0Sα(t), Pt = P0Cα(t)−mωQ0Sα(t), (25)

где

Cα(t) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s) cosωs, Sα(t) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s) sinωs.

Формулы (25) описывают решение дробных уравнений (23) для квантового гармо-
нического осциллятора. При α = 1/2 имеем

C1/2(t) =
t

2
√
π

∫ ∞

0

ds
cosωs
s3/2

e−t2/(4s),

S1/2(t) =
t

2
√
π

∫ ∞

0

ds
sinωs
s3/2

e−t2/(4s).

Эти функции можно выразить через функцию Макдональда (см. [58], раз-
дел 2.5.37.1), которая также называется модифицированной функцией Бесселя тре-
тьего рода.

Нетрудно получить математические ожидания

⟨Qt⟩ = x0Cα(t) +
1
mω

p0Sα(t), ⟨Pt⟩ = p0Cα(t)−mωx0Sα(t)

и дисперсии

Dt(Q) =
a2

2
C2

α(t) +
~2

2a2m2ω2
S2

α(t), Dt(P ) =
~2

2a2
C2

α(t) +
a2m2ω2

2
S2

α(t).

Здесь были использованы координатное представление и чистое состояние

Ψ(x) = ⟨x|Ψ⟩ =
1√
a
√
π

exp
[
− (x− x0)2

2a
+
i

~
p0x

]
. (26)

Математическое ожидание и дисперсия определяются обычным образом.

7. ДРОБНОЕ КВАНТОВОЕ МАРКОВСКОЕ
УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОСЦИЛЛЯТОРА С ТРЕНИЕМ

Рассмотрим дробное квантовое марковское уравнение с Vk ̸= 0. Основным усло-
вием является то, что общий вид ограниченного вполне диссипативного суперопера-
тора, задаваемого квантовым марковским уравнением, сохраняется и для неограни-
ченных вполне диссипативных супероператоров LV . Другим условием, налагаемым

3∗
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на операторы H, Vk, является то, что они являются функциями операторов Q и P

такого вида, что получаемая модель является точно решаемой [37], [38] (см. так-
же [39], [40]). Мы полагаем, что Vk = Vk(Q,P ) являются полиномами первого по-
рядка по Q и P и H = H(Q,P ) является полиномом второго порядка по Q и P . Эти
предположения аналогичны используемым в классической динамике, когда рассмат-
риваются силы трения, пропорциональные скорости. В результате H и Vk задаем
в виде

H =
1

2m
P 2 +

mω2

2
Q2 +

µ

2
(PQ+QP ), Vk = akP + bkQ, (27)

где ak, bk – комплексные числа, k = 1, 2. Легко получить, что

LV Q =
1
m
P + µQ− λQ, LV P = −mω2Q− µP − λP,

где

λ = Im
( 2∑

k=1

akb
∗
k

)
= − Im

( 2∑
k=1

a∗kbk

)
.

Используя матрицы

A =
(
Q

P

)
, M =

(
µ− λ 1/m
−mω2 −µ− λ

)
,

квантовое марковское уравнение для At приводим к виду

d

dt
At = MAt, (28)

где LV At = MAt. Решение уравнения (28) дается формулой

At = ΦtA0 =
∞∑

n=0

tn

n!
Ln

V A0 =
∞∑

n=0

tn

n!
MnA0.

Матрица M может быть представлена как M = N−1FN , где F – диагональная
матрица. Определим комплексный параметр ν такой, что ν2 = µ2 − ω2. Тогда
имеем

N =
(
mω2 µ+ ν

mω2 µ− ν

)
, N−1 =

1
2mω2ν

(
−(µ− ν) µ+ ν

mω2 −mω2

)
,

F =
(
−(λ+ ν) 0

0 −(λ− ν)

)
.

Учитывая формулу

Φt =
∞∑

n=0

tn

n!
Mn = N−1

( ∞∑
n=0

tn

n!
Fn

)
N,

подставляем супероператор Φt в виде

Φt = etM = N−1etFN = e−λt

(
ch νt+ µ

ν sh νt 1
µν sh νt

−mω2

ν sh νt ch νt− µ
ν sh νt

)
.
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В результате получаем

Qt = e−λt

[
ch νt+

µ

ν
sh νt

]
Q0 +

1
mν

e−λt sh(νt)P0,

Pt = −mω
2

ν
e−λt sh(νt)Q0 + e−λt

[
ch νt− µ

ν
sh νt

]
P0.

(29)

Дробные квантовые марковские уравнения для Qt и Pt имеют вид

d

dt
Qt = −(LV )αQt,

d

dt
Qt = −(LV )αQt, (30)

где t и Vk/
√

~ – безразмерные переменные. Решения этих дробных уравнений зада-
ются с помощью формулы Бохнера–Филлипса соотношениями

Qt(α) = Φ(α)
t Q0 =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Qs, t > 0,

Pt(α) = Φ(α)
t P0 =

∫ ∞

0

ds fα(t, s)Ps, t > 0,

(31)

где Qs и Ps заданы в (29), а функция fα(t, s) задана в (6). Подстановка (29) в (31)
дает

Qt(α) =
[
Chα(t) +

µ

ν
Shα(t)

]
Q0 +

1
mν

Chα(t)P0,

Pt(α) = −mω
2

ν
Shα(t)Q0 +

[
Chα(t)− µ

ν
Shα(t)

]
P0,

(32)

где

Chα(t) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s)e−λs ch νs,

Shα(t) =
∫ ∞

0

ds fα(t, s)e−λs sh νs.

При α = 1/2 имеем

Ch1/2(t) =
t

2
√
π

∫ ∞

0

ds
ch νs
s3/2

e−t2/(4s)−λs,

Sh1/2(t) =
t

2
√
π

∫ ∞

0

ds
sh νs
s3/2

e−t2/(4s)−λs.

Эти функции могут быть представлены через функцию Макдональда (см. [58], раз-
дел 2.4.17.2) таким образом, что

Ch1/2(t) =
t

2
√
π

[V (t, λ,−ν) + V (t, λ, ν)],

Sh1/2(t) =
t

2
√
π

[V (t, λ,−ν)− V (t, λ, ν)],
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где использовано обозначение

V (t, λ, ν) =
(
t2 + 4ν

4λ

)1/4

K−1/2

(
2

√
λ(t2 + 4ν)

4

)
,

Re t2 > Re ν, Reλ > 0, и Kα(z) – функция Макдональда [1], [2].
В результате формулы (32) определяют решение дробного квантового марковско-

го уравнения для гармонического осциллятора с трением.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Квантовая динамика может описываться на языке супероператоров. Суперопе-
ратором называется отображение, которое сопоставляет каждому оператору в точ-
ности один оператор. Естественно описывать движение в терминах инфинитези-
мальных изменений системы. Уравнения движения для квантовой наблюдаемой
называются уравнениями Гейзенберга. Для квантовых гамильтоновых систем ин-
финитезимальный супероператор является некоторой формой дифференцирования.
Дифференцированием называется линейное отображение L, удовлетворяющее пра-
вилу Лейбница L(AB) = (LA)B + A(LB) для любых операторов A и B. Известно,
что инфинитезимальный генератор L = 1/(i~)[H, ·], используемый для описания
гамильтоновых систем, является дифференцированием квантовых наблюдаемых.
Можно рассмотреть [18] дробное дифференцирование на множестве наблюдаемых
как дробную степень Lα дифференцирования L = 1/(i~)[H, · ]. В результате по-
лучаем дробное обобщение уравнения Гейзенберга [18]. Это уравнение позволяет
обобщить понятие квантовой гамильтоновой системы. В общем случае квантовая
система является негамильтоновой, а супероператор L не является дифференциро-
ванием. Для широкого класса квантовых систем инфинитезимальный генератор L
является вполне диссипативным [21]–[24]. В настоящей работе рассмотрено дробное
обобщение уравнений движения для квантовых негамильтоновых систем. При этом
обобщении использовалась дробная степень вполне диссипативного супероператора.

В работе предложено обобщение квантового марковского уравнения для кван-
товой наблюдаемой. В полученном уравнении используется супероператор, явля-
ющийся дробной степенью вполне диссипативного супероператора. Доказано, что
предлагаемый супероператор является инфинитезимальным генератором вполне по-
ложительной полугруппы. Описаны свойства этой полугруппы. Предложенное
дробное квантовое марковское уравнение точно решается для гармонического ос-
циллятора с линейным трением. Дробный показатель степени квантового марков-
ского супероператора может рассматриваться как параметр, описывающий меру
экранирования окружения квантовой системы. Можно выделить следующие слу-
чаи: при α = 0 – отсутствие влияния окружения на квантовую систему; при α = 1 –
полное влияние окружения; при 0 < α < 1 – степенное экранирование влияния
окружения на систему. Таким образом, физической интерпретацией дробной степе-
ни квантового марковского супероператора является однопараметрическое описание
экранирования взаимодействия квантовой системы с окружающей средой.

Заметим, что квантовое марковское уравнение описывает взаимодействие кван-
товой системы и окружения (см. [32]). Другая физическая интерпретация дробной
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степени инфинитезимального генератора связана с формулой Бохнера–Филлипса (5)
и заключается в следующем. Используя свойства∫ ∞

0

fα(t, s) = 1, fα(t, s) > 0, s > 0,

можно рассматривать функцию fα(t, s) как плотность распределения вероятности.
Тогда формула Бохнера–Филлипса (5) может рассматриваться как сглаживание эво-
люции, описываемой супероператором Φt, по временному параметру s > 0. Это
сглаживание можно интерпретировать как экранирование окружения квантовой си-
стемы.

Функция fα(t, s) может быть представлена с помощью репараметризации как рас-
пределение Леви. Отметим, что распределения Леви являются решениями дробных
уравнений (см., например, [13], [59]–[61]), описывающих аномальную диффузию. Из-
вестно, что квантовые марковские уравнения используются для описания броунов-
ского движения квантовых систем [37]. Возможно, что дробное обобщение кванто-
вого марковского уравнения может быть использовано для описания аномальных
процессов и случайных блужданий [13]–[16] в квантовых системах.
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