
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА
Том 158, № 3
март, 2009

c⃝ 2009 г. В. Е. Тарасов∗

ДРОБНЫЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ

ВОЛН В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Доказано, что электромагнитные поля в диэлектрических средах, восприим-
чивость которых в широком частотном диапазоне подчиняется дробно-степен-
ной зависимости, описываются дифференциальными уравнениями с производ-
ными нецелого порядка по времени. Получены дробные интегро-дифференци-
альные уравнения для электромагнитных волн в диэлектрике. Электромаг-
нитные поля в диэлектриках демонстрируют дробно-степенную релаксацию.
Дробные интегро-дифференциальные уравнения для электромагнитных волн
являются общими для широкого класса диэлектрических сред независимо от
физической структуры, химического состава или природы поляризации (ди-
польная, электронная или ионная).

Ключевые слова: дробное интегро-дифференцирование, дробное затухание, универ-
сальный ответ, электромагнитное поле, диэлектрические среды.

1. ВВЕДЕНИЕ

В 1912 г. Дебай сформулировал теорию дипольной релаксации в диэлектриках [1].
Большое количество проведенных измерений диэлектрической релаксации показы-
вает, что классическое дебаевское поведение почти никогда не наблюдается экс-
периментально [2]–[4]. Фактически оказывается, что различные диэлектрики де-
монстрируют степенные закономерности, подтверждая диэлектрические измерения
Джошера [2], [3] для широкого класса различных веществ.

Для большинства материалов диэлектрическая восприимчивость в широкой ча-
стотной области подчиняется дробно-степенному закону, называемому универсаль-
ным ответом [2], [3]. Эта закономерность была обнаружена в биполярных средах
вне области частот пиковой потери и в средах, где поляризация является резуль-
татом движений ионных или электронных носителей зарядов. Было показано [5],
что частотная зависимость диэлектрической восприимчивости χ̃(ω) = χ′(ω)−iχ′′(ω)
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подчиняется общим универсальным законам для широкого класса сред. А именно,
закономерности, описываемые соотношениями

χ′(ω) ∼ ωn−1, χ′′(ω) ∼ ωn−1, ω ≫ ωp, (1)

χ′(0)− χ′(ω) ∼ ωm, χ′′(ω) ∼ ωm, ω ≪ ωp, (2)

где χ′(0) – статическая поляризация, 0 < n, m < 1, ωp – частота пика потерь, на-
блюдаются в широком диапазоне частот. Отметим, что отношение мнимой и дей-
ствительной компонент восприимчивости не зависит от частоты. Частотная зави-
симость, заданная соотношением (1), подразумевает, что мнимая и действительная
части комплексной восприимчивости при больших частотах подчиняются соотноше-
нию

χ′′(ω)
χ′(ω)

= cth
πn

2
, ω ≫ ωp. (3)

Экспериментальная зависимость (2) приводит к похожему правилу частотной неза-
висимости для низкочастотной области:

χ′′(ω)
χ′(0)− χ′(ω)

= th
πm

2
, ω ≪ ωp. (4)

Законы универсального ответа диэлектрических сред [2], [3] могут описываться
методами дробного математического анализа [6]. Теория интегралов и производ-
ных нецелого порядка восходит к работам Лейбница, Лиувилля, Римана, Грюн-
вальда и Летникова [6]. Дробный математический анализ находит множество при-
менений в современных исследованиях в механике и физике. Интерес к дробным
интегро-дифференциальным уравнениям непрерывно растет в последние годы в си-
лу их многочисленных приложений. В короткий период времени список применений
стал очень большим (см., например, [7]–[9]). Отметим работы [10]–[13], в которых
дробный математический анализ был применен для объяснения природы неэкспо-
ненциальных релаксаций и были получены уравнения, содержащие дробное инте-
грирование и дифференцирование.

В настоящей работе показано, что дробно-степенная частотная зависимость при-
водит к интегро-дифференциальным уравнениям с производными и интегралами
нецелого порядка по времени. Выводятся дробные дифференциальные уравнения,
которые описывают электромагнитные волны в широком классе диэлектрических
сред. Степенные законы Джошера представляются дробными интегро-дифферен-
циальными уравнениями. Электромагнитные поля в диэлектрических средах де-
монстрируют универсальное затухание с дробными показателями. Предлагаемые
дробные уравнения являются общими (универсальными) для широкого класса мате-
риалов независимо от их физической структуры, химического состава или природы
их поляризации.

2. ДРОБНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ УНИВЕРСАЛЬНЫХ ЗАКОНОВ

Рассмотрим уравнения (1) и (3). Для области ω ≫ ωp универсальный дробно-сте-
пенной закон (1) может быть представлен в виде

χ̃(ω) = χα(iω)−α, 0 < α < 1, (5)
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с некоторыми положительными постоянными χα и α = 1− n, где

(iω)α = |ω|αeiαπ sgn(ω)/2.

Легко увидеть, что соотношение (3) справедливо для закона (5).
Плотность поляризации P(t, r) может быть записана в виде

P(t, r) = F−1(P̃(ω, r)) = ε0F−1(χ̃(ω)Ẽ(ω, r)), (6)

где P̃(ω, r) – преобразование Фурье F функции P(t, r). При подстановке соотноше-
ния (5) в уравнение (6) получаем

P(t, r) = ε0χαF−1((iω)−αẼ(ω, r)).

Заметим, что преобразование Фурье дробного интеграла Лиувилля [6], [14]

(Iα
+f)(t) =

1
Γ(α)

∫ t

−∞

f(t′) dt′

(t− t′)1−α

задается следующим соотношением (см. [6], теорема 7.1 и [14], теорема 2.15):

(FIα
+f)(ω) =

1
(iω)α

(Ff)(ω),

где 0 < Re α < 1 и f(t) ∈ L1(R) или 1 6 p < 1/ Re α и f(t) ∈ Lp(R).
Используя дробный интеграл Лиувилля и дробно-степенной закон (5) для χ̃(ω)

в частотной области, получаем

P(t, r) = ε0χα(Iα
+E)(t, r), 0 < α < 1. (7)

Это уравнение показывает, что плотность поляризации P(t, r) для области высо-
ких частот пропорциональна дробному интегралу Лиувилля от электрического по-
ля E(t, r).

Рассмотрим уравнения (2) и (4). Для области частот ω ≪ ωp универсальный
дробно-степенной закон (2) может быть представлен в виде

χ̃(ω) = χ̃(0)− χβ(iω)β , 0 < β < 1, (8)

с некоторыми положительными константами χβ , χ̃(0), β = m. Несложно доказать,
что для (8) справедливо равенство (4).

Отметим, что преобразование Фурье дробной производной Лиувилля

(Dβ
+f)(t) =

∂k

∂tk
(Ik−β

+ f)(t) =
1

Γ(k − β)
∂k

∂tk

∫ t

−∞

f(t′) dt′

(t− t′)β−k+1
,

где k − 1 < β < k, задается следующей формулой (см. [6], теорема 7.1 и [14], теоре-
ма 2.15):

(FDβ
+f)(ω) = (iω)β(Ff)(ω),

где 0 < Re β < 1 и f(t) ∈ L1(R) или 1 6 p < 1/ Re β и f(t) ∈ Lp(R).
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Используя определение дробной производной Лиувилля и дробно-степенной за-
кон (8), плотность поляризации (6) можно задать в виде

P(t, r) = ε0χ̃(0)E(t, r)− ε0χβ(Dβ
+ E)(t, r), 0 < β < 1. (9)

Это соотношение показывает, как плотность поляризации P(t, r) в области низких
частот определяется дробной производной Лиувилля от электрического поля E(t, r).

Соотношения (7) и (9) могут рассматриваться как уравнения универсальных за-
конов. Эти уравнения, содержащие интегрирования и дифференцирования нецелых
порядков, позволяют получить дробные волновые уравнения для электрического и
магнитного полей.

3. УРАВНЕНИЕ УНИВЕРСАЛЬНЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

В этом разделе мы получим дробное дифференциальное уравнение для электро-
магнитных полей в диэлектрических средах. Используя уравнения Максвелла, име-
ем

ε0
∂2E(t, r)

∂t2
+

∂2P(t, r)
∂t2

+
1
µ

(grad div E−∇2E) +
∂j(t, r)

∂t
= 0. (10)

При ω ≫ ωp плотность поляризации P(t, r) связана с полем E(t, r) с помощью урав-
нения (7). Подставляя соотношение (7) в уравнение (10), получаем дробное диффе-
ренциальное уравнение для напряженности электрического поля

1
v2

∂2E(t, r)
∂t2

+
χα

v2
(D2−α

+ E)(t, r) + (grad div E−∇2E) = −µ
∂j(t, r)

∂t
, (11)

где 0 < α < 1, v2 = 1/(ε0µ). Заметим, что div E ̸= 0 для ρ(t, r) = 0.
В области частот ω ≪ ωp функции P(t, r) и E(t, r) связаны соотношением (9).

В этом случае уравнение (10) принимает вид

1
v2

β

∂2E
∂t2

− aβ

v2
β

(D2+β
+ E) + (grad div E−∇2E) = −µ

∂j
∂t

, 0 < β < 1, (12)

где

v2
β =

1
ε0µ[1 + χ̃(0)]

, aβ =
χβ

1 + χ̃(0)
.

Уравнения (11), (12) описывают изменение напряженности электрического поля
в диэлектрических средах. Они являются дробными дифференциальными урав-
нениями [14], содержащими производные порядка 2− α и 2 + β.

Используя уравнения Максвелла, получаем уравнение для индукции магнитного
поля

∂2B(t, r)
∂t2

=
1

ε0µ
∇2B(t, r) +

1
ε0

∂

∂t
rotP(t, r) +

1
ε0

rot j(t, r). (13)

В экспериментах поле B(t, r) может реализовываться как B(t, r) = 0 для t 6 0
и B(t, r) ̸= 0 для t > 0. При ω ≫ ωp плотность поляризации P(t, r) связана с по-
лем E(t, r) с помощью уравнения (7), что приводит к дробному дифференциальному
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уравнению для индукции магнитного поля вида

1
v2

∂2B(t, r)
∂t2

+
χα

v2
(0D2−α

t B)(t, r)−∇2B(t, r) = µ rot j(t, r), (14)

где 0 < α < 1, v2 = 1/(ε0µ), 0D
2−α
t – дробная производная Римана–Лиувилля [14]

на полуоси [0,∞) такая, что

(0D2−α
t f)(t) =

1
Γ(α)

∂2

∂t2

∫ t

0

f(t′) dt′

(t− t′)1−α
, 0 < α < 1.

При ω ≪ ωp получаем уравнение

1
v2

β

∂2B(t, r)
∂t2

− aβ

v2
β

(0D
2+β
t B)(t, r)−∇2B(t, r) = µ rot j(t, r), (15)

где 0 < β < 1 и

v2
β =

1
ε0µ[1 + χ̃(0)]

, aβ =
χβ

1 + χ̃(0)
.

Уравнения (14), (15) являются дробными дифференциальными уравнениями, кото-
рые описывают магнитное поле в диэлектрических средах, демонстрирующих сте-
пенной закон релаксации. Они могут быть записаны в обобщенной форме. Такое
общее дробное дифференциальное уравнение для индукции магнитного поля имеет
вид

(0Dα
t B)(t, r)− λ1(0D

β
t B)(t, r)− λ2∇2B(t, r) = f(t, r), (16)

где 1 6 β < α < 3. Здесь ротор плотности электрического тока свободных зарядов
рассматривается как внешний источник: f(t, r) = µλ2 rot j(t, r). Уравнение (16) дает
соотношение (14) для α = 2, 1 < β < 2 и λ1 = −χα, λ2 = v2 = 1/(ε0µ). Уравне-
ние (15) можно записать в форме (16) при 2 < α < 3, β = 2 и

λ1 =
1
aβ

=
1 + χ̃(0)

χβ
, λ2 = −

v2
β

aβ
=

−1
ε0µχβ

.

Точное решение уравнения (16) может быть записано в терминах функции Рай-
та (см. [14], теорема 5.5). Заметим, что функции Райта могут быть представлены
как производные от функции Миттаг-Леффлёра Eα,β [z] (см. [14]). Решения уравне-
ния (16) описывают дробно-степенное затухание магнитного поля в диэлектрических
средах. Важным свойством эволюции, описываемой дробным дифференциальным
уравнением, является существование дробно-степенных асимптотик для их реше-
ний.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показано, что электромагнитные поля и волны для широкого
класса диэлектрических сред описываются дробными дифференциальными уравне-
ниями с производными по времени порядка 2−α и 2 + β, где 0 < α < 1 и 0 < β < 1.
Параметры α = 1 − n и β = m определяются показателями n и m, фигурирующи-
ми в экспериментально измеримых частотных зависимостях диэлектрической вос-
приимчивости, называемых законами универсального ответа. Важным свойством
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динамики электромагнитного поля в диэлектриках, описываемого дробными диф-
ференциальными уравнениями, является существование дробно-степенных хвостов
у решений этих уравнений. Предлагаемые дробные дифференциальные уравнения
для универсальных электромагнитных волн в диэлектрике являются общими (уни-
версальными) для широкого класса сред независимо от их физической структуры,
химического состава и природы поляризации (дипольная, электронная или ионная).

Отметим, что дифференциальные уравнения с производными нецелого порядка,
предложенные для описания электромагнитного поля в диэлектрических средах, мо-
гут решаться численно. Например, схема дискретизации Грюнвальда–Летникова [6]
применяется для численного моделирования электромагнитного поля в диэлектри-
ках, описываемых дробными дифференциальными уравнениями. При малых откло-
нениях величин α или β от целых значений можно использовать ε-разложение [15]
по малому параметру ε = α или ε = 1 − β. Следует отметить, что физическая ин-
терпретация дробных интегралов и производных может быть связана с эффектами
памяти или фрактальными свойствами сред (см., например, [16], [17]).
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